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Zusammenfassung

In Ermangelung einer zufriedenstellenden Einfiihrung in die Homologie-
theorie wurde dieses Dokument aus dem groben Geriist meiner Vorle-
sungsnotizen angefertigt, um eben dies zu leisten. Im Vordergrund steht
dabei die Uberzeugung, dass uns die Anschauung als Sahnehiubchen den
Geschmack versiifien, jedoch bitte nicht als Haupgericht serviert werden
soll. Mit anderen Worten: Jede Aussage wurde nach bestem Wissen und
Gewissen vollstdndig und formal korrekt bewiesen.

Wo immer mir dies nicht moglich war, sei allen Lesern hiermit versichert,
dass ich weiterhin fieberhaft an der Vervollstiandigung dieses Dokuments
arbeite und auch gerne jede Form von Fragen, Anregungen und Verbes-
serungsvorschligen entgegennehme. Fast alle notwendigen Aussagen der
homologischen Algebra, die iiblicherweise dem Leser als Ubungsaufgabe
iiberlassen werden, sind von meinem guten Freund und Mitstreiter Nikolai
in [NIK] ausschopfend erdrtert worden, was es mir ohne Gewissensbisse
ermoglicht, es in diesen Fillen bei einer Referenz zu belassen.



Niemals aufgeben, niemals kapitulieren.
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1 Simpliziale Komplexe

Definition 1.1. Die Punkte xg,...,2, € R" sind in allgemeiner Lage wenn
die Vektoren xg — z1,...,To — x4 linear unabhéngig sind. Sind zg,...,z, in
allgemeiner Lage, so heifit die Punktmenge

0 :=0g4:=(20,...,%q)

= {yGR" Do, A > 0mit y=> " A und ZiOAi:1}

das offene ¢-Simplex mit den Ecken xy,...,z,. Die Zahl dim(o,) := ¢ heifit
Dimension von o = o,. Fiir einen Punkt y = ZZ Aix; € o heiflen die \;
baryzentrische Koordinaten von .

Die Punktmenge

E:{x‘x:Zi)\ixi, A >0, Zi/\izl}

heifit abgeschlossenes ¢-Simplex und ¢ := 7 \ o der Rand des Simplex.

Bemerkung. Als topologischer Raum héngt o nicht von der Reihenfolge seiner
Ecken z; ab.

Fakt 1.2. FEs gelten die folgenden Aussagen:
1. 04 und o4 sind konvez.
o, C R" ist abgeschlossen.

oq CR"™ ist offen & g =n.

e b

Die Ecken von o, sind genau die Punkte von o, die nicht Mittelpunkt
einer in o, liegenden, nicht ausgearteten Strecke sind.

5. Wenn oy = (xo,...,x4) ein g-Simplex ist, so sind die Ecken x; durch den
topologischen Raum o, C R™ eindeutig bis auf Reihenfolge bestimmt.

Beweis. Aussage 2 ist offensichtlich und 3 folgt aus 5 aufgrund der eindeutigen
Anzahl Ecken. Weiterhin folgt 5 aus 4, womit wir uns also auf den Beweis
dieser Aussage beschrinken kénnen. Dazu bendtigen wir noch etwas zusétzliche
Terminologie.

Definition 1.3. Seien 0,7 € R™ Simplizes. Falls alle Ecken von 7 auch Ecken
von o sind, so heiflit 7 eine Seite von o. In diesem Falle schreiben wir 7 < o.
Gilt weiterhin 7 # o, so heifit 7 echte Seite von ¢ und wir schreiben 7 < o.

Wir zeigen nun Behauptung 4 fiir o4 = (2o, . .., x4) durch Induktion nach gq.
Fiir ¢ = 0 ist die Aussage trivial, sei also ¢ > 1 und z € 5 \ {z; |0 <i<q}.
Liegt = auf einer Seite 7,_1 von g, so sind wir geméfl Induktionsannahme
bereits fertig. Also sei z € g4, d.h. es existiert eine Umgebung B.(z) C 0, C 74
und x4 =z £ § - e; definieren eine Strecke [z,2_] C o, mit Mittelpunkt z.



Sei nun andererseits [z;,z_] C 7, eine Strecke mit Mittelpunkt = € .
Liegt die Strecke ganz auf einer Seite, so sind wir geméfl Induktionsannahme
fertig, andernfalls ist [z4,2_] C 0, und wegen x4 # x_ ist # = 1 - (x4 +x_)
keine Ecke.

Es bleibt noch, 1 zu zeigen. Dazu seien z,y Punkte des (abgeschlossenen)
¢-Simplex, etwa x = Y7 &z, und y = Y7 n;z;. Dann ist fiir jedes t € [0, 1]

t-m+(1—t)-ysz:O(tfi—&—(l—t)ni)-xiegq,

dad  t&+ 1 —t)m=t>,&+ (1 —1t)>,m =t+1—t=1. Nun stellen wir
fiir den (abgeschlossenen) Simplex nach, dass fiir 0 < ¢ < ¢ und alle ¢ stets
t& + (1 —t)n; > 0 (bzw. > 0) gilt, womit die Aussage bewiesen ist. O

Definition 1.4. Ein (endlicher) Simplizialkomplex K C R™ ist eine endliche
Menge von Simplizes im R™ mit folgenden Eigenschaften:

lL.rT<oeK=17€eK
2.0, reKmitt#0c=>0N7=10

Wir setzen dim(K) := max {dim(o) | 0 € K }. Weiterhin heifit

K| := U o CR",
ceK

versehen mit der Unterraumtopologie, die Realisierung von K.

Topologische Unterrdume des R™ heiflen Polyeder, falls sie von der Form
| K| sind. Ist X ein topologischer Raum mit X 2 | K|, so sagen wir, dass K eine
Triangulierung von X ist. Ein topologischer Raum, fiir den eine Triangulie-
rung existiert, heilt triangulierbar.

Bemerkung. Man kann zeigen, dass alle glatten, komplexen Mannigfaltigkei-
ten und alle topologischen, kompakten Mannigfaltigkeiten der Dimension < 3
triangulierbar sind.

Definition 1.5. Sei o ein ¢-Simplex.

1. Zwei Anordnungen der Ecken von ¢ heiflen &quivalent :< Sie gehen durch
eine gerade Permutation auseinander hervor.

2. Eine Orientierung von o ist eine Aquivalenzklasse von Anordnungen.
Nach Wahl einer Orientierung schreiben wir o = (2o, ..., z,) fiir den ori-
entierten ¢-Simplex o.

Jedes 0-Simplex ldsst sich auf genau eine Weise orientieren, jedes g-Simplex mit
q > 0 auf genau zwei. Falls ¢ ein orientierter g-Simplex ist, so schreiben wir
o~ 1 fiir den Simplex mit der entgegengesetzten Orientierung. Im Falle ¢ = 0

bedeutet dies o = o~ 1.



Bemerkung. Eine Orientierung von o = (g, ..., Z;,...,%q) induziert eine Ori-
entierung auf jeder seiner Seiten 7 mit dim(7) = ¢ — 1 durch

T = (—1)Z . <.Z‘0,...,CCZ‘_1,JTZ'+1,...,Iq> .

Wir diskutieren kurz die Wohldefiniertheit. Fiir jede Permutation der Ecken von
o gilt folgendes: Wenn x; an einer geraden Anzahl Nachbarschaftsvertauschun-
gen beteiligt ist, so hat die induzierte Permutation auf den Ecken von 7 das
gleiche Vorzeichen - und da z; nun an der Stelle ¢ + 2k steht, verdndert sich
auch der Vorfaktor um (—1)% = 1.

Ist andererseits x; an einer ungeraden Anzahl Nachbarschaftsvertauschungen
beteiligt, so &ndern sich sowohl Vorfaktor als auch Vorzeichen um —1, demnach
bleibt alles beim alten.

Definition 1.6. Sei K ein Simplizialkomplex mit Ecken zg, . .., z.. Wir bezeich-
nen die Menge der orientierten g-Simplizes von K mit 39. Fiir ¢ € Z definiere
die g-te Kettengruppe von K als

. 0 ;¢ <0,
Co(K) = { Z 29/~ ; andernfalls
wobei die Aquivalenzrelation ”~” gegeben ist durch g~ —0, L
Beispiel 1.7. Wir betrachten den Simplex

)

rg — T1
mit anderen Worten, sei
K = { (w0, 21,72), (20, 1) , (0, 22) , (x1,22) , (0) , (1), (x2) } .

In diesem Fall ist

Cl(K) = Z'<{I?(),(E1>@Z' <(E1,LE2>@Z' <£U0,£C2>
® Z-(x1,20) ®ZL- (T2,21) DL (w2, 0) [ ~  XZ3
CQ(K) = Z'<$0,$1,$2>€BZ<$17$071‘2>/N =7

Wir werden nun Abbildungen C,(K) — Cy_1(K) definieren, welche als ” Dif-
ferentiale” bezeichnet werden, um damit die Homologiegruppen von K zu defi-
nieren.

Hierzu verwenden wir Methoden der homologischen Algebra. Da diese in der
algebraischen Topologie und anderen Gebieten der Mathematik immer wieder
wichtig sind, werden wir einige Aspekte in groBerer Allgemeinheit behandeln als
zur Zeit notig.



2 Kettenkomplexe und Homologie

It’s better to have a clean death from a sharp blade,
than to tangle with a goblin’s rusted chains.

Wir betrachten im folgenden einen fest gewdhlten Ring R mit 1 € R und die
Kategorie Mod g der R-Moduln (mit R-linearen Abbildungen als Morphismen).
Wir bemerken an dieser Stelle fiir die kategoriell Interessierten, dass nahezu
alle folgenden Definitionen und Sétze sich auf abelsche Kategorien verallgemei-
nern lassen, meist durch Anwendung des Einbettungssatzes von Freyd-Mitchell.

Definition 2.1. Sei f: M — N eine Abbildung von R-Moduln. Definiere

1. den Kern von f als ker(f) := {m € M | f(m) =0} zusammen mit der
offensichtlichen Inklusionsabbildung ¢ : ker(f) < M.

2. das Bild von f als im(f) :={n€ N |3Im e M : f(m)=n} zusammen
mit der offensichtlichen Inklusionsabbildung ¢ : im(f) < N.

3. den Cokern von f als coker(f) := N/im(f) zusammen mit der kanoni-
schen Projektionsabbildung 7 : N — coker(f).

Fakt 2.2 (Universelle Eigenschaft von Kern und Cokern). Sei f : M — N.

1. Fiir jede Abbildung g : L — M mit fog = 0 gibt es eine eindeutige
Abbildung h : L — ker(f), so dass g = toh. Als kommutatives Diagramm:

ker(f)‘%ML)N

2. Die duale Aussage' bedeutet in Diagrammform

M—LoN —"» coker(f)

o -
7
Vg
=1
1'¢

Mit anderen Worten: Zu jeder Abbildung g : N — L mit go f =0 gibt es
ein h : coker(f) — L, so dass g = ho.

Beweis. Wir beschrénken uns auf den Beweis von 1, da 2 daraus aufgrund von
Dualitét folgt.

IDas Dual eines Diagramms erhilt man durch Umkehrung aller Pfeile. Oft erspart man
sich einen separaten Beweis fiir die duale Aussage, falls alle Argumente im Beweis der ur-
spriinglichen Behauptung mit diesem Prozess vertriglich sind.



Existenz von h. Sei l € L beliebig. Nach Voraussetzung ist f(g(l)) = 0, also
g(1) € ker(f). Dann liefert h(l) := g(I) die gewiinschte Abbildung L —
ker(f). Da g R-linear ist, ist auch h R-linear.

Eindeutigkeit von h. Angenommen, es giibe eine Abbildung h +h mit der
gleichen Eigenschaft. Dann existiert ein ! € L mit h(l) # h(l), also h(l) #
g(l), ein Widerspruch. O

Von nun an sind alle Objekte grundsétzlich R-Moduln und alle Abbildungen
zwischen ihnen R-linear, d.h. wir arbeiten in der Kategorie Modg.

Definition 2.3. Ein Kettenkomplex C' = (C, d) ist ein graduierter Modul

c=c.,

nez

zusammen mit einer Abbildung d : C' — C, so dass fiir jedes n € Z gilt: C,, ist
ein R-Modul, dod =0 und im(d|¢,) C Cp1.

Die Abbildungen d,, := d|¢, heien Differentiale von C. Wir definieren
weiterhin

1. Z,(C) :=ker(d,), die n-Zykel von C.
2. B,(C) :=im(dp+1), die n-Rénder von C.

Héufig schreibt man statt (C,d) auch

n—2

dnt1 d dn—1
——Cp——=Cpg —— Creg —— -+

Bemerkung. In groflerer Allgemeinheit definiert man einen Kettenkomplex C' =
(C,d) als eine Familie von Objekten {Cy}, o, zusammen mit einer Familie von
Abbildungen {d,, : C,, — Cp—1} sodassVn € Z : d,_1 od,, = 0. In unserem
Falle ist dies dquivalent zu 2.3.

nez’
Fakt 2.4. Fir jeden Kettenkomplex (C,d) und jedes n € Z gilt: Z,(C) und
B, (C) sind R-Untermoduln von C,,, und weiterhin gilt B, (C) C Z,(C) C C,,.

Beweis. Die erste Aussage folgt direkt aus der Definition. Da d,, od,, 11 = 0, gilt
auch B, (C) = im(d,+1) C ker(d,) = Z,(C). O

Definition 2.5. Die n-te Homologie von C = (C,d) ist definiert als
H,(C) == Z,(C)/Bn(C)
Beispiel 2.6. Sei (C,d) ein Kettenkomplex.

1. Fallsd=0<Vne€Z:d, =0, soist Z,(C) = C, und B,(C) = 0 und
daher H,(C) = Z,(C)/B,(C) = C,,/0 = C,.



2. Angenommen, C' ist von der Form

Dann ist fiir k£ € Z:

B ker(id)/im(0) =0/0=0 ; k=n mod2 |
H(C) = { ker(0)/im(id) = Cx/Cr, =0 ; k#£n mod 2 }_0

3. Sei R =7 und C der Kettenkomplex

0 0 -2 -3

0 Zs Zs °

ZGZCOL();}

Dies ist wohldefiniert, da 2 -3 = 0 in Zg. Es gilt nun

Hy(C) = ker(Zg > Zg) /im(0) = Z, /0 = 7,
Hy(C) = ker(Zg = Zg)/im(Zs > ZLg) 2 Ls/Zs = 0
Ho(C) = ker(0)/im(Zg > Zg) = Zg Lo = Zs

4. Sei Xeine glatte Mannigfaltigkeit und Q"(X) der R-Vektorraum der n-
Formen auf X. Dann gibt es Abbildungen

dy : Q"(X) — Q"THX)

mit d, 41 0d, = 0 fiir alle n € Z. Dieser Kettenkomplex heifit De Rham -
Komplex von X und seine Homologie ist die De Rham - Homologie
von X.

Definition 2.7. Seien C = (C,d®) und D = (D, d") zwei Kettenkomplexe.
Eine Abbildung von Kettenkomplexen ist eine Abbildung f : C' — D, so
dass fiir alle n € Z und f, := f|c, gilt:

1. im(f,) € Dy
2. dPof=fod®
Mit anderen Worten, das folgende Diagramm muss kommutieren:

c c c c
dy d dy 4 dy,_

S O = Gy S Oy

-

Wir erhalten dadurch die Kategorie der Kettenkomplexe von R-Moduln,
die wir mit Ch(Modpg) bezeichnen.



Lemma 2.8. Jeder Morphismus f : C — D in Ch(Modg) induziert Abbildun-
gen 2u(C) — Zn(D), Ba(C) — Ba(D) und Ho(f) : Ha(C) — Ho(D) fiir alle
n c Z.

Beweis. Sei ¢ € Z,(C), mit anderen Worten dS (c) = 0. Dann folgt
0= fn*l(drc;(c)) = dg(fn(c)>7

also f,(Z,(C)) C Z,(D). Seinun b € B,,(C) und a € Cpy1, so dass d5, 1 (a) = b.
Dann folgt

Fa®) = faldi1(a) = d7s1 (fasa(a)) € im(dy ) = By(D),

2150 fo(Ba(C)) € B(D)
Die Aussage fiir H(C) folgt aus der Ausasge fiir Z, und B,:

0 B, (C) —— Z,(C) —=+ H,,(C) = coker(.c) —— 0

P

0 —— B, (D) —2— Z, (D) —2~ H,, (D) = coker(tp) —— 0

Wir haben 0 = mpowrpof = mpo fore, daher auch 0 = mpo f wegen Injektivitdt
von ¢ und somit die Existenz der Abbildung h gemif 2.2 (2). O

Definition 2.9. Eine Sequenz A L B—2(C heift exakt bei B, falls
im(f) = ker(g) ist. Ein Kettenkomplex (C, d) heifit azyklisch, falls er an jeder
Stelle C, exakt ist. Man sagt dann auch, (C,d) ist exakt.

Bemerkung. C ist azyklisch < Vn € Z : H,(C) = 0.
Fakt 2.10. Die folgenden Aussagen sind offensichtlich:
1. FEin Kettenkomplex der Form

0 0 0 Cn

ist genau dann azyklisch, wenn d,, : Cy, — Cp_1 ein Isomorphismus ist.
2. Fin Kettenkomplex der Form

dn dn—1 0 0

9 0 On—l Cn—2 0

0 Cp

ist azyklisch < im(d,,) = ker(d,,—1), dy, ist injektiv und d,,—1 surjektiv. [
Lemma 2.11 (Schlangenlemma). Gegeben sei ein kommutatives Diagramm

d’ p

A B’ c’ 0




mit beiden Zeilen exakt.
Dann existiert ein Diagramm

ker(f) —=— ker(g) —2— ker(h)

d’ P

0 A ' B C

s

coker(f) —;— coker(g) —,— coker(h)

mit kommutativen Quadraten, so dass

ker(f) % ker(g) 2 ker(h) 2 coker(f) £ coker(g) % coker(h)
exakt ist. Weiterhin gilt:

1. Fiir alle ¢ € ker(h) ist 9(c') = (moi~togop~tou)(c). (Dies ist so zu
verstehen, dass unter den Abbildungen p und i ein Urbild gewdhlt wird.)

2. Ist d' injektiv, so ist k injektiv.
3. Ist d surjektiv, so ist auch v surjektiv.

Dariber ist die Konstruktion natirlich. Fir weitere Details siehe [NIK, Sektion

1]. O
Lemma 2.12 (Fiinferlemma). Gegeben sei ein Diagramm
A B C D E
AR
A B’ c’ D’ E'

mit beiden Zeilen exakt. Es sei d surjektiv, h injektiv und sowohl e als auch g
ein Isomorphismus. Dann ist f ein Isomorphismus. O

Beispiel 2.13. Die Aussage von 2.12, dass C und C’ isomorph sind, bené&tigt
die Existenz einer Abbildung f : C — C’, wie das folgende (Gegen—)Beispiel
zeigt:

O‘)ZQ’L—I)ZQ@Zgi»Zgg)O

| J

0 Zs Zy Zs 0

11



Definition 2.14. Seien f: A — B und g : B — C Morphismen in Ch(Modg),

so dass fiir alle n € Z die Sequenz 0 — A, ELN B, 2% C,, — 0 exakt ist. Dann

heit 0 — A L B % C — 0 eine kurze, exakte Sequenz von Kettenkom-
plexen. Wir kiirzen dies mit keS ab.

Proposition 2.15 (Lange Exakte Sequenz). Sei 0 — A LB % 0 eine
keS in Ch(Modpg). Dann existiert eine induzierte, lange, exakte Sequenz von
Homologiegruppen

On n n
gy — " g — Y hc)

8'” J

Hoo1(f) Ho—1(9) o,
Hy (A —" g, (B)——" {1, ,(C) == ...

Es gilt weiterhin, unter leichtem Missbrauch der Notation:

Ve € Zu(C) 1 0n ([d]) = [(£ili 0 dy 0 gnt 00)) (9)]

n

wobei 1§ : Z,,(C) — C,, die Inklusion bezeichne.

Beweis. Wir bemerken zunichst, dass wegen B, (A) C Z,(A) = ker(d2) nach
dem Homomorphiesatz

An anl(A) ‘A—> An,1

~
pg -~ 13

An/Bn(A)
eine Abbildung 67 : coker(di, ) — Z,_1(A) existiert, so dass
th1 00y oy =dy.

Ebenso erhalten wir entsprechende Abbildungen 62 und 6. Wir betrachten
nun das folgende kommutative Diagramm:

0 —— Znt1(A) ——— Zn1(B) ——— Zna(C)

fn+ 1 In+1
0 An+1 BnJrl CnJrl 0
iy iy il
fn 9n
0 Ay, B, Cn 0
i pE Py

coker(d,‘?ﬂ) LN coker(d?, ;) LN coker(dgﬂ) —0

12



Nach dem Schlangenlemma (2.11) sind die oberste und unterste Zeile ebenfalls
exakt. Zusammen mit den oben konstruierten Abbildungen erhalten wir ein
Diagramm

coker(d4, ) LN coker(d?, ;) LN coker(d$, ;) —— 0

0O— Zn—l(A) —_— Zn—l(B) _— Zn—l(c)

Sofern es kommutiert, kénnen wir das Schlangenlemma anwenden: Man priift
leicht nach, dass
Ker(324) = Za(A)/Bo(A) = Hy(A)

und
coker(04) = Z,_1(A)/Bn_1(A) = H,,_1(A),
womit wir unsere exakte (Teil-)Sequenz

Hy(A) = Hn(B) = Hn(C) = Hn—1(A) — Hn1(B) = Hn1(C)

erhalten wiirden. Die Aussage iiber die konkrete Darstellung des Verbindungs-
morphismus folgt ebenfalls aus dem Schlangenlemm.

Es geniigt demnach, Kommutativitét des obigen Diagramms zu zeigen. Wir
zeigen nur Kommutativitdt des linken Quadrats, da der Beweis fiir das rechte
Quadrat absolut dquivalent ist. Betrachte also den folgenden Ausschnitt:

fn
/ An B n \

P P

coker(d, ;) AL coker(d?, )
dyy 5 5y dy;
Zn-1(A) —*— Z,_1(B)

n—1
k Anfl fns anl €

Wir wissen um die Kommutativitéit dieses Diagramms iiberall, aufler im mittle-
ren Quadrat, wo dies zu zeigen ist. Dazu miissen wir zwar einige Umwege laufen,
doch schlussendlich gilt

B B A _ B B B __ 1B _ A
Lnflo(sn O/j”ﬂopn _[’nfloén Opn Ofn_dn Ofn_fnflodn

A A A B A A
= fn—l Olp_1 O6n OPn-=1tlpn1 an(sn OPn-

Da die Surjektion p7 rechts-kiirzbar ist und die Injektion ¢2_; links-kiirzbar,
liefert dies 62 o j1,, = a 0 §2 und damit die gesamte Aussage. O

13



3 Simpliziale Homologie

Im Folgenden sei K stets ein simplizialer Komplex (siehe 1.4). Wir hatten bereits
in 1.6 die abelsche Gruppe C,(K) der ¢g-Ketten auf K eingefiihrt.

Definition 3.1. Sei ¢ = (xo, ..., x,) ein orientierter g-Simplex.

1. Wir setzen 0;(0) = (Z0,...,Tiy---3&q) = (T0,y-- s Tic1s Titls---,Lq)-
Dies ist eine Seite von ¢ der Dimension ¢ — 1 mit der darauf induzier-
ten Orientierung.

2. Definiere 9(c) := >¢_ (=1)'0;(0) € Cy—1(K)

3. Seic= Z?:l njol € Cq(K). Dann setzen wir

k
d(c) = n;d(0) € Cyr(K)
j=1

Lemma 3.2. 9 definiert eine Abbildung Cy(K) — Cy—1(K) und es gilt 8* = 0.
Mit anderen Worten, (Co(K), ) ist ein Kettenkomplez.

Beweis. Zunichst zeigen wir fiir ¢ > 1, dass 0(oy) = —8(0;1) gilt, um zu
verifizieren, dass O eine Abbildung definiert. Dies geniigt, da 0 Z-linear ist. Sei
also o4 = (%0, ..., %4). Wir bemerken zunichst, dass fiir 2 < i < ¢ gilt:
0i(0q) =(T0,T1,T2, ..., Tim1,Tit1,- .- Tq)
= — <$1,.’L‘0, L2y oo oy Lj—13Ljf1y -y a)‘q> = —82‘(0'(1_1)

Damit folgt nun direkt

dog) = Z(—l)iai(aq) = Z(_Uiai(aq) + (21,29, ..., Tq) — (To, T2, ..., Tq)
=0 =2
== (Z( D' 0i(0, ") + (x0, 2, ..., 2g) — (21,22, 7$q>>
=2

Schlussendlich erhalten wir noch

0*(aq) =0 (Z(_m@(gq)) = Z(—l)if’)(@i(oq))

=0

[l
MQ
7]
&

¥
&
5
o

+
™
&

X

L
»
)

=0 7=0 Jj=i+1
=Y (O E g ) = Y ()T g E ) =0,
J<t j>i
was den Beweis vollendet. O

14



Definition 3.3. Die simpliziale Homologie von K ist definiert durch
Hy(K) := Hy(K,Z) := Hy(Co(K),0)
Bemerkung 3.4. 1. Es gilt H,(K) = 0 fiir ¢ < 0 und ¢ > dim(K).

2. Wenn man auf einem simplizialen Komplex alle Simplizes auf vertrégliche
Art und Weise orientieren kann, so ist Cy(K') isomorph zur freien abelschen
Gruppe erzeugt von diesen orientierten Simplizes.

Beispiel 3.5. Wir diskutieren einige Beispiele fiir Simplizialkomplexe und deren
Homologie.

1. Sei K = (z0) ein einzelner Punkt. Dann ist Ce(K) der Komplex

und daher
_JZ ;5 q=0
Hy(K) = { 0 ; sonst

2. Seinun K = { (zo,21), (z1), (xo) }. Damit ist

O Tz, 1) — T (o) DT (1) = Co(K) —2 -

wobei ¢ durch (xg,z1) — (x1) — (o) definiert ist. Also erhalten wir

Zo(K) = ker(7?-% 0) =72 Zy(K) = ker(l)=0
By(K) = im(1)=7Z Bi(K) = im(0)=0
= Hy(K) = 7?/2=17 = Hy(K) = 0
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4 Simpliziale Mengen
Warum einfach, wenn es auch kompliziert geht.

Wir konstruieren im Folgenden die Kategorie der simplizialen Mengen, die
wir mit A°P(Sets) bezeichnen.

Variante: Es ist A°P(Ab) die Kategorie der simplizialen abelschen Gruppen.

Auflerdem werden wir das folgende Diagramm von Kategorien und Funkto-
ren konstruieren:

Il
Simpliziale Komplexe —— A°P(Sets) ; ’ Top

S()
VergissIJrZ

A°P(Ab) —— Ch(Ab) —— Ap”
N .

Man kann zeigen, dass |-| und S (-) zueinander adjungiert sind. Man kann ferner
den Begriff der Homotopie auf A°P(Sets) einfiihren, so dass

I]
Ho(A°P(Sets)) .~ Ho(Top)
S()

eine Aquivalnez von Kategorien ist. Mann kann auflerdem N durch einen ”Un-
terfunktor” N ersetzen, so dass N eine Aquivalenz von Kategorien

AOp(Ab) 4;) Chz() (Ab)
ist, wobei Ch>o(Ab) die Kategorie der Kettenkomplexe (C,d) mit C,, = 0 fiir
n < 01ist. Es gilt dann He(N(A)) = He(N(A)) fiir jedes Objekt A aus A°P(Ab).

Definition 4.1. Seien F,G : C = D Funktoren. Eine natiirliche Transfor-
mation von F' nach G ist gegeben durch eine Familie

T = (7x : F(X) = G(X) )xeon(c) >

so dass fiir alle Objekte X,Y € Ob(C) und alle Morphismen f € Hom¢(X,Y)
das folgende Diagramm kommutiert:

Man schreibt dann C /\IT/? D.
\5)



Definition 4.2. Seien F' : C = D und G : D = C Funktoren. F' und G
heiBen adjungiert zueinander, falls fiir alle C' € Ob(C) und D € Ob(D) ein
Isomorphismus

Homp(F(C), D) ————— Hom¢(C, G(D))

@c,D

existiert, welcher natiirlich in C und D ist, d.h. fiir jedes D € Ob(D) und
jedes C' € Ob(C) sind

Homp (F(e),D) Homp (F(C),e)

Homec (o,G(D)) Home (C,G(e))
natiirliche Transformationen.

Definition 4.3. Eine natiirliche Transformation 7 = (7¢) von F nach G heif3t

natiirlicher Isomorphismus, wenn 7¢ fiir jedes Objekt C' ein Isomorphismus

ist (wie etwa ae p und ac,e aus 4.2). Wir schreiben dann auch F' ~ G bzw.
T

F~dG.
Bemerkung. Mit der Terminologie aus 4.3 konnte man die Bedingung aus 4.2
etwas préziser formulieren als

Homp(F(e), D) ~ Homc(e, G(D))

Qe D

A Homp(F(C),e) ~ Home(C,G(e)).

acC.e

Definition 4.4. Zwei Kategorien C und D heiflen dquivalent, wenn es Funk-
toren F' : C = D und G : D == C gibt, so dass natiirliche isomorphismen
GoF ~ide und F o G ~ idp existieren.

Beispiel 4.5 (zu 4.1). Betrachte die Funktoren

Gl,
Fields Groups
\ ()" VA

die definiert sind als:

K—— Gl (K) K——— (K*,)
fl —m—— f| /————— | flgx
(aij)—(f(ai;))
1
L— Gl (L) L———— (L%,")

Eine natiirliche Transformation ist hier gegeben durch det,, : Gl,,(K) — K*.
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Beispiel 4.6 (zu 4.2). Wir betrachten das Funktorenpaar

Z[]
Sets " Ab.
Vergiss

Der Funktor, der eine Gruppe auf die zugrundeliegende Menge und Morphismen
auf die zugrundeliegenden Abbildungen von Mengen schickt, wird als Vergiss-
funktor bezeichnet (er ”vergisst” die Struktur).

Weiter ist Z[X] die von X € Sets erzeugte, freie, abelsche Gruppe. Fiir jede
Abbildung f: X — Y von Mengen definiert die Vorschrift

ZIX] 3D nex— Y naf(x) € Z[Y]

einen Gruppenhomomorphismus. Auf diese Weise wird Z[] zu einem Funktor.
Die Isomorphismen

ax.a: Homap(Z[X], A) = Homgets (X, Vergiss(A))
p = (=)

bilden eine Adjunktion dieser Funktoren.

Beispiel 4.7 (zu 4.4). Betrachte die Kategorie C mit
Ob(C) =N und Home¢(m,n) = k™*™.

Diese Kategorie ist dquivalent zur Kategorie FinVecy der endlich dimensionalen
k-Vektorrdume, durch das Funktorenpaar
k.
C ’ FinVec,.

%
dim(e)

Auf Morphismen sind die Funktoren durch die Bijektion
hom(V, W) ~ k,dim(V)xdim(W)

gegeben. Da dim(e) o k* = id, bleibt nur noch eine natiirliche Transformation
k® o dim(e) ~ id anzugeben.

Diese ist offensichtlich, da jeder n-dimensionale k-Vektorraum natiirlich iso-
morph zu k™ ist.

Nun kommen wir jedoch zur Definition simplizialer Mengen. Die meisten
interessanten Rdume sind triangulierbar - also reicht es, Simplizialkomplexe zu
studieren. Diese sind gegeben durch ihre Ecken, Kanten, Flichen und deren
Relationen zueinander (i.e., welche Ecke an einer Kante liegt, welche Kante eine
Fliche begrenzt usw.). Diese Idee wird in dem Begriff einer simplizialen Menge
idealisiert.

Definition 4.8. Sei A die folgende Kategorie:
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Objekte sind die total geordneten Mengen n := {0<1<...<n} fir
jedes n > 0.

Morphismen sind die monotonen Abbildungen
Homa(m,n) :={f:m—nli<jem= f()<[(j)}-
Wir definieren fiir 0 < ¢ < n die Abbildungen d? € Homa (n — 1,n) durch
neay g J<i
4) '_{ ES Y
und s? € Homa (n + 1, n) durch
neay g J=u
Sl(])_{jl : j>i

Der Uberschaubarkeit halber schreiben wir hiufig einfach s; und d;, wenn klar
ist, was gemeint ist.

Lemma 4.9 (Simpliziale Identitéiten). Es gelten die folgenden, sogenannten
simplizialen Identitdten:

Vi<j: diftod = dittod) (1)

vi<i: 7ot = 7o, )

Vi<j: sitlod} = dif'osi™] (3)
Vie{jj+1}: sitlodr = id (4)
Vi>j+1: s}”l od! = d;’jll o 5?*2 (5)

Bemerkung. In diesem Fall wird es beispielswiese etwas iiberschaubarer, wenn
wir die oberen Indizes weglassen:

Vi<j2 djodi = diOdj,1
Vi<j: s;08 = 8;08j41
diOSj—l ; ’L<]

diflosj ; Z>]+].

Beweis. Die Identititen miissen durch Ausrechnen verifiziert werden. Als ab-
schreckendes Beispiel kénnen wir ausrechnen, dass

d; (k) ;o di(k) <
dﬂd*’“”Z{ LR+ G a0 > }

k = dj_1(l€) o k<i<y
k+2 = dii(k)+1 ; i<j—-1<k
k

Goak) 3 daR)<i)
:{ dia(k)+1 5 dj_i(k) > }—di(djl(k))~

Der Rest sei dem Leser als Ubungsaufgabe iiberlassen. O
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Lemma 4.10. Jede Abbildung oo : m — n in A faktorisiert eindeutig als

(03

s L)
Qmﬁkyng

mit B surjektiv und ~y injektiv. Weiterhin gibt es eindeutige Indizes
e 0<j1 <jo<...<js <, sodassy=dj o...dj,od; und
e 0<i, <...<iy3<i3<m, sodass 3 =28;,0...08;,08,.

Beweis. Wenn im(a) = {Ag <...< A}, so ist § eindeutig definiert durch
a(i) = Ag(). Offensichtlich folgt aus gy = (i) = y(B8(7)) sofort y(j) = Aj,
wodurch ~ eindeutig und wohldefiniert ist.

Existenz der Zerlegung fiir . Per Induktion nach k: Fiir k£ = 0 ist offen-
sichtlich

— gn Ao+1 Ao 2 1
Yy=dyo...ody T ody jo...0djod,.

Sei nun k£ > 0. Wir setzen
M:= X, und N := \p_1.
Wir wissen nach Induktionsannahme, dass eine Abbildung
Y ik—=1—N mit 7/(i) =\

existiert, welche eine Zerlegung ' = dé\tf 0...0 d?l hat. Fiir i = k > j;
gilt also per Definition dfl'H(z) = k + 1, nach der gleichen Argumentation
dann d§;2 (dfjl(z)) = k + 2. Induktiv erhalten wir so

M . (N4l k2 k1 oo ) () 5 i <k—1
'y(z).—(djt o...dj " od] )(z)—{ PET
und schlussendlich

_m M+1 M N+2 "
y=dyo...odyiody q0...0odyiioY.

Eindeutigkeit der Zerlegung von 7. Sofern v eine Zerlegung der oben an-
gegebenen Form hat, so muss es muss gerade k— 1 Indizes geben, die unter
den { j; } nicht vorkommen. Nach Konstruktion wissen wir bereits, dass

y=dpo...0ody,,0dy_,0...0dx,, odx,_, 0...0d;0dp.

eine legale Zerlegung ist. Andererseits aber ist die Abbildung durch die
fehlenden Indizes jedoch bereits eindeutig festgelegt, womit auch die Zer-
legung selbst eindeutig wird.

Die Existenz und Eindeutigkeit der Zerlegung fiir 8 lédsst sich absolut analog
beweisen. O
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Definition 4.11. Eine simpliziale Menge ist ein Funktor X : A°? = Sets.
Ein Morphismus von simplizialen Mengen ¢ : X — Y ist eine natiirliche

Transformation
X

—
A°P \%Sets.
Y

Wir erhalten somit eine Kategorie A°P(Sets), welche als Kategorie der sim-
plizialen Mengen bezeichnet wird.

Eine simpliziale Menge X liefert die Mengen X,, := X(n) fir n € N. Man
nennt diese Mengen die n-Simplizes von X.

Fiir jedes d} erhalten wir eine Abbildung

X : Xp, — Xp-1.

Man schreibt meist 9; := 0] := X (d}), falls X klar ist. Analog setzen wir
o; = o := X(sI'). Wir nennen die 9; auch Randabbildungen und die o;
Degenerationsabbildungen.

Bemerkung. Wir kénnen also jede simpliziale Menge wie folgt graphisch dar-
stellen:

02
01 oo
/“"'\ /”"w\/‘
X() g0 X1 01 X2
r’\\”/ \M//‘
Do o1
9o

Proposition 4.12. Jede simpliziale Menge X liefert eine eindeutige Familie
von Mengen { X; | i € N} zusammen mit Abbildungen

o' : X, - Xp—1 und o} : X, — X,

fir allen >0 und 0 < i < n, so dass die folgenden Gleichungen gelten:

Vi<j: O lod) = 0/ oop (6)

Vi<j: oftlo op = J;Li'll oo} (7)

Vi<j: 0ftlool = of7lod) (8)
Vie{jj+1}: 0/ ool = id (9)
Vi>j+1: 9 oo} = oflod, (10)

Umgekehrt liefert jede solche Familie { X, }nZO, zusammen mit entsprechenden

Abbildungen 0 und o}, eine eindeutig bestimmte simpliziale Menge.

Beweis. Die erste Aussage folgt sofort aus 4.9. Sind nun { X, }, -, und Ab-
bildungen 97, o mit 6 - 10 gegeben, so definieren wir X : A°® = Sets auf
Objekten durch X(n) := X,, und auf Morphismen durch X (d}) := 97" bzw.
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X (s?") := o. Dies geniigt geméf 4.10, da wir jeden Morphismus in A eindeutig

3
als Komposition von d; und s; mit aufsteigenden Indizes kénnen. Die Funkto-

rialitét folgt dann aus der vertréglichkeit mit den simplizialen Identitdten. O

Beispiel 4.13. Wir definieren eine simpliziale Menge

Aln]: k+—— Homa(k ,n)

ar—aof

\
m——— 5 Homa(m , n)

Mit anderen worten, A[n|(m) = Homa (m ,n) und A[n](f) = (—o f). Betrachte
nun A[l]: Es ist etwa

A[l]g = Homa(0,1) = { (0—0), (0~ 1) }

a b

0—0 0—0 0—1
f h

g
Wir haben sg : 1 — 0 und dessen Bild ¢ : A[l]g — A[l];. Es gilt
oola)=aosp=f und og(b)=bosg=h

Die Simplizes f und h sind also im Bild von o und heiflen degeneriert. All-
gemein definiert man fiir eine simpliziale Menge X:

X, 2 x ist degeneriert & Jy e X,,_1,i <n:x=o0y).
Man iiberlegt sich, dass in A[1] alle n-Simplizes fiir n > 2 degeneriert sind.
Definition 4.14. Wir schreiben
€; = (g,...,o,},o,...,o) € R

fiir den i-ten Einheitsvektor. Definiere dann den n-dimensionalen topolo-

gischen Standardsimplex Af, := (eo,...,e,). Nach Definition 1.1 kénnen

wir auch
o ={ Qo) [ Ni=1, 020}

schreiben. Fiir jedes f € Homa (m,n) definiere weiterhin

f: AP — AP

top top

(Xi); — (Zf(j):i )‘j>i

Mit A{Op = f wird Af,, : A = Top zu einem Funktor.
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— Al

Beispiel 4.15. Die Abbildung d} : A? .

top

bildet eg = (1) auf

> (eo)ss D (eo); | =(0,1)

dg(3)=0 dg (§)=1
ab. Das Bild unter d} wéire dementsprechend (1, 0).

Definition 4.16. Sei X eine simpliziale Menge. Dann definiert man einen to-
pologischen Raum

‘X| = H (Xn X A?op) / ~

n>0

wobei X, mit der diskreten Topologie versehen und die Aquivalenzrelation ” ~”
gegeben ist durch (z, f(p)) ~ (X (f)(x),p) fiir alle f € Hom(m,n), x € X, und

pE A{gp.

Man nennt | X| die geometrische Realisierung von X.

Lemma 4.17. 1. Die geometrische Realisierung ldsst sich zu einem Funktor
|-|: A°P(Sets) = Top
erweitern.

2. Falls x = o' (y) ein degenerierter Simplez ist, so wird (x,Aﬁogl) in | X]|
mit (y,AQOP) identifiziert.

Beweis. Zu 1. Ein Morphismus X © Y in A°P(Sets) ist eine natiirliche Trans-
formation { 7, : X,, — Y}, }. Diese induziert eine Abbildung 7’ :=[],, (7, x id),
welche aufgrund der Natiirlichkeit von 7 die Eigenschaft hat, in | X| dquivalente
Elemente auf dquivalente Elemente in |Y| abzubilden:

(r(2), f(p) ~ (Y ()(7(2)),p) = (r(X()(2)),p)-

Also induziert 7' eine Abbildung |7| : |X| — |Y|. Die Funktorialitit dieser
Definition ist offensichtlich.
Zum Beweis von 2 miissen wir lediglich bemerken, dass per Definition

Vp € Ayt (2,p) = (7' (y)p) = (X(s1)(v),p) ~ (4,57 ()
gilt. Da 3} surjektiv ist, folgt daraus die Aussage. O
Bemerkung. Insbesondere kénnen wir folgern, dass | X| ein CW-Komplex ist.

Beispiel 4.18. Es ist
|An]] = ALy,
wir besprechen den Fall n = 1 ausfiihrlich.
Wir verwenden die gleichen Bezeichnungen wie in 4.13, d.h. A[l] hat die

0-Simplizes a = (0 — 0) und b = (0 — 1) sowie die 1-Simplizes f = o¢(a),
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g = idy und h = o¢(b). Da alle n-Simplizes mit n > 2 degeneriert sind, tragen
sie geméB 4.17 (2) nicht zur Topologie von |A[1]] bei.

Wir bemerken an dieser Stelle noch, dass a = 91(g) und b = 9p(g). Geméif
Definition von ”~” und nach 4.15 sind also

(a760) ~ (g7d%(60)) = (97 (LO)) und

Wir erhalten demnach

ALl = ({a,b} x Afy) L ({ f.g. 7} x Agg) / ~
= {(aan)v (ban)}H ({g} X A%op)/N
> (g} x AL = Al

top top*

Natiirlich kann man in Definition 4.11 die Kategorie Sets durch eine beliebi-
ge andere Kategorie C ersetzen und erhilt so die Kategorie der simplizialen
Objekte in C. Die folgende Definition ist ein weiterer Spezialfall.

Definition 4.19. Eine simpliziale abelsche Gruppe ist ein Funktor
A°P = Ab.

Ein Morphismus von simplizialen abelschen Gruppen A %, B ist eine

natiirliche Transformation
A

A e Ab.
—

B
Wir schreiben A°P(Ab) fiir diese Kategorie.

Die obigen Aussagen iiber A°P(Sets) gelten sinngeméf auch fiir A°P(Ab),
insbesondere 4.12.

Bemerkung 4.20. Der Funktor Z[] aus 4.2 induziert einen Funktor
Z : A°PSets = A°PAb
durch Komposition von Funktoren;

X+————7Z[]oX

YH———Z[]oY

Analog induziert der Vergissfunktor Ab = Sets durch Komposition einen Funk-
tor A°PAb = A°PSets.
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Sei nun A eine simpliziale abelsche Gruppe. Nach der entsprechenden Vari-
ante von 4.8 und 4.12 gibt es Abbildungen

8? : An — An—l
fiir 0 < ¢ < n, welche Homomorphismen von abelschen Gruppen sind.

Definition 4.21. Fiir jede simpliziale abelsche Gruppe A definiert man N (4)
als die Sequenz

dA A 44 a4
n41 n n—1 n—2
4)14”4)1471,1 4)An,24)---

wobei d4 = >"7"  (—1)"A(d}).
Fakt 4.22. N lisst sich zu einem Funktor

N : A°PAb = Ch(Ab)
fortsetzen.

Beweis. Zunichst miissen wir d,,_10d,, = O fiir alle n zeigen. Der Beweis verlauft
analog zu 3.2.

Ist ¢ : A — B ein Morphismus in A°P(Ab), so ist ¢ eine natiirliche Trans-
formation, gegeben durch eine Familie von Abbildungen

N(A), = A, —"— B, = N(B).,
welche insbesondere das folgende Diagramm kommutieren lassen

A(d?)J dem

Pn—1
Anfl I anl

. Da Verkettung von Morphismen in Ab bilinear ist, folgt daraus
B _ LY n
dBopn=3"" (~1) (B(d) o)
=3 D (o1 0 AWE) = puor 0 dit

was beweist, dass ¢ = (p,) bereits eine Kettenabbildung ist. Da N auf Mor-
phismen also im Grunde die Identitét ist, ist Funktorialitiat offensichtlich. [

Damit haben wir jetzt folgende Funktoren:

AP (Sets) 2 A°P(Ab) Lm> Ch(Ab) —2" ApZ (11)

N Y w=

C.

wobei wir C, := N o Z definieren. Diese Komposition ist der simplizialen Ho-
mologie sehr dhnlich.
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5 Singulidre Homologie

Im Folgenden seien topologische Rédume stets lokal-kompakt und Hausdorffsch.
Wir setzen auch Hom := Homop, fiir die Morphismenmengen anderer Katego-
rien wird weiterhin ein Index verwendet.

Definition 5.1. Sei X ein topologischer Raum und n € N, dann setzen wir

S, (X) := Hom(A" | X) € Ob(Sets).

top?
Fakt 5.2. Die S,, induzieren einen Funktor
S : Top = A°P(Sets)

Konstruktion. Fiir X € Ob(Top) definieren wir S(X) : A°P = Sets als den
Funktor
S(X) = (Hom(e,X) o AL,,)"".

Mit anderen Worten:

S(X): n——— 8,(X) =Hom(A},,, X)
‘f % (a—aof)
mp————— 5, (X) = Hom(Af,,, X)

Es bleibt noch S auf Morphismen zu definieren. Sei also ¢ : X — Y eine
stetige Abbildung. Dann erhalten wir durch Nachschalten von ¢ eine natiirliche
Transformation S(X) ~ S(Y): Das Diagramm

a—aof

S(X)(n) = Hom(AL , X) Hom (A , X) = S(X)(m)

top? top»

\a&»woa WH*¢OWL

S(Y)(n) = Hom(A~ V) — =57 Hom(A™ ¥) = S(Y)(m)

top» top»

kommutiert offensichtlich fiir alle f : m — n. O

Definition 5.3. Wir kénnen nun unsere Funktorenkette (11) erweitern zu

Co

Top —— A°P(Sets) —Z A°P(Ab) (4—22)> Ch(Ab) 5 ApZ  (12)
_ ' ‘ J

Co




wobel wir C := C’. o S setzen. Der Kettenkomplex Co(X) heifit der singulére
Kettenkomplex von X. Wir schreiben

Cn(X) = Co(X)ny Zn(X) 1= Zp(Co(X)) und B, (X) := B, (Ca(X)).

Fiir einen topologischen Raum X definieren wir Ho(X) := Ho(Co(X)) und
nennen dies die singuliire Homologie von X. Insbesondere heifit H, (X) die
n-te singulire Homologiegruppe von X.

Bemerkung. Die entscheidende Idee ist Definition 5.1. Man betrachtet nicht eine
fest gewihlte Triangulierung von X, sondern alle Abbildungen Af, 5 — X fiir
alle n, also gewissermaflen alle Triangulierungen gleichzeitig.

Vorteile. Unter anderem:

e H, () ist unabhéngig von der Triangulierung.
e H,(-) ist ein Funktor, alles ist natiirlich.

e Die Existenz einer Triangulierung spielt keine Rolle, bzw. ist nicht
erforderlich.

Dies fiihrte zu der inzwischen widerlegten Vermutung, dass zwei verschiedene
Trianguliereungen eines ”verniinftigen” topologischen Raums immer eine ge-
meinsame Verfeinerung beséflen.

Lemma 5.4. H, : Top = Ab% und H, Top == Ab sind Funktoren. O

Bemerkung 5.5. Es wird sich spéter herausstellen, dass fiir jeden Simplizial-
komplex K die singuldre Homologie seiner geometrischen Realisierung und seine
simpliziale Homologie iibereinstimmen: He(K) = H(|K|).

Proposition 5.6. Sei f : X —— Y ein Homdéomorphismus. Dann ist der von
f induzierte Homomorphismus

foi=Ho(f): Ho(X) == H,(Y)
ein Isomorphismus.
Beweis. Dies folgt nun direkt aus 5.4. O

Proposition 5.7. Sei X = [[,.; X; eine Zerlegung eines topologischen Raums
X in seine Wegzusammenhangskomponenten. Dann gibt es einen Isomorphis-
mus N
Hy(X;) —————— H(X).
B T

wobei l; : X; — X die Inklusion ist.

Beweis. Es gilt

Hom(Af,,, X) = Hom (A{’Op, Hl XZ-) = Hi Hom(Af,,, Xi).
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Daraus folgt nun S(X) =[], S(X;) und damit aufgrund der Funktorialitét auch

Ca(X) = Cu(5(X)) = €D, Ca(5(X:)) = P, Co(X0),
bzw. He(X) = D, He(X;). O
Lemma 5.8 (Dimensionsaxiom). Es gilt

Z ; n=0
CACIES

Beweis. Da {x} Finalobjekt in Top ist, sind die Mengen Hom(Af,, {*}) fiir
jedes n > 0 ebenfalls einelementig. Damit gilt
Vn>0:Z(S,({*})) 2 Z und S({*})(d}) = id.

Dies bedeutet, dass fiir den Kettenkomplex C := Co({*}) das Differential im
Grad n > 0 gegeben ist durch

6 =S s ={ L e

. ;  n gerade
=0
Damit ist C' von der Form

0 by 2,y 0 70,202,

und wie in Beispiel 2.6 ldsst sich nun die Aussage einfach nachweisen. O

Proposition 5.9. Sei X wegzusammenhingend. Der Auswertungshomomor-
phismus € = (en)n>0, definiert als

en: Cp(X) — Z
dikios — ki

induziert einen Isomorphismus €x : Ho(X) — Z.
Beweis. Wir schreiben g := x. Es ist
Ho(X) = Zo(X)/Bo(X) = Co(X)/Bo(X).

Um zu zeigen, dass £ wohldefiniert ist , miissen wir zunéichst £(By(X)) = 0
verifizieren. Die abelsche Gruppe By(X) besteht aus Elementen der Form

d1 (Zm k,yz> = ZZO kzdl (yz) mit Y - A?Op — X

1=0

und es gilt
€ (Zl ki - d1(yi)) = Zi ki -e(di(y:)) = Zi ki - e(yi(1) — y:(0))
- € (Zi ki~ (9i(1) = yi(O))) = (ki—k)=0.

Damit ist € zumindest wohldefiniert. Wir zeigen nun, dass € ein Isomorphismus
ist. Wir wéhlen dazu einen Punkt z € X.
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Surjektivitit. Die Abbildung € ist sicherlich surjektiv, da &g es ist: Fiir jedes
n €7 ist eg(n - ) = n.

Injektivitét. Sei ¢ € kereg C Co(X), also ¢ = >, k;y; mit Y. k; = 0. Wihle
nun 1-Simplizes

Ai i Ay = [0,1] = X mit A;(0) = 2 und A;(1) = y;.

Dies ist moglich, da X wegzusammenhéngend ist. Es gilt nun

c—dy (ZZ kiyi) = (Zz kiyi) - (Zl ]ﬂdl(yi))
Zziki(yi—yrHU) = (Z,kl) ~x =0,
also ¢ = dy (3, kiyi) € Bo(X). Also ist ker(eg) € Bo(X) und demnach &
injektiv. O

Korollar 5.10. Sei X ein topologischer Raum. Dann haben wir einen Isomor-
phismus

H(X)= P z

1€ (X)

Mit anderen Worten: Ho(X) ist die freie abelsche Gruppe, erzeugt von den Weg-
zusammenhangskomponenten von X.

Beweis. Dies folgt direkt aus 5.7 und 5.9. O
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6 H; und m

Im Folgenden sei X ein wegzusammenhédngender Raum und xzg € X ein fest
gewihlter Punkt. Wir schreiben I := [0, 1] und bezeichnen mit

QUX,wo) ={f:1— X | f(0)=f(1)=w0}

den Schleifenraum von (X, zg), so dass 71 (X, zg) = Q (X, z¢) / ~ (modulo Ho-
motopie) gilt. Wir bezeichnen mit ® die Komposition von Schleifen in Q; (X, z).

Definition 6.1. Sei G eine Gruppe. Dann ist G* := G/[G, G] mit
[G,G]={aba™'b"" |a,beG}.
G* ist abelsch und hat die folgende universelle Eigenschaft:

G ————— G

Mit anderen Worten, (o) ist linksadjungiert zu Vergiss : Ab = Grp.
Notation. Wir bezeichnen von nun an mit

Q(X, zo) L»M(X,xo) %ﬁl(Xaxo)ab

die kanonischen Projektionen, d.h. fir f € Q(X,xo) etwa ist [f], € m(X,z0)
die zugehdrige Aquivalenzklasse. Weiterhin schreiben wir

[lx.ab = [ab © []r-

Dementsprechend bezeichnen wir auch fir ¢ € C1(X) mit [c]; € Hi(X) die
zugehorige Aquivalenzklasse in der ersten Homologiegruppe.

Proposition 6.2. Sei ¢ : Al,, — [0,1] ein Homdomorphismus. Dann indu-
ziert die Vorschrift

Q(X,.%‘o) = f!—> fo’(/) S Cl(X)

einen Gruppenhomomorphismus « : m1(X, xz9) — H1(X).

Bemerkung. Mit anderen Worten: Die Gruppenstruktur auf 71 (X, zg) ist ver-
triglich mit der auf H;(X), einfach indem wir Schleifen als die entsprechende
Abbildung A{,, — X auffassen.

Beweis. Wir schreiben f := fo. Wir werden zunéchst zeigen, dass « existiert
und wohldefiniert ist. Anschlieflend zeigen wir, dass « ein Gruppenhomomor-
phismus ist.

Wohldefiniertheit. Es ist
di(f o)) = dp(f o) =91 (fotp) = wo —x9 =0,
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dh. foe € Zi(X). Also ist f o1p Repriisentant einer Aquivalenzklasse in

H,(X). Weiterhin miissen wir verifizieren, dass fiir [f]r = [g]= auch [f]1 = [g]1
gilt, damit o wohldefiniert ist.

Gemif Definition gibt es in diesem Fall eine Homotopie F : I? — X zwischen
f und g rel. 01 = {0,1}. Da Flix{0} = o, kénnen wir I x {0} kontrahieren
und erhalten eine von F induzierte Abbildung ¢ : A7, — X. Insbesondere
kann diese Kontraktion so vorgenommen werden, dass sie auf {0} x I =T und
{1} xI = I mit ¢ iibereinstimmt. Graphisch lisst sich dies wie folgt beschreiben:

konstant zg konstant zg
! R \ /
Zo

konstant xg

Sei ¢, : Af,, — X die Abbildung, die konstant gleich zy ist, dann erhalten wir

fir o € Cy(X):
do(0) = 03(0) — 0} (0) + D5(0) =é1 — g+ f

Der 1-Simplex ¢; ist Rand, da é; = da(é2) gilt. Demnach ist nun [f —gli=0
und folglich o wohldefiniert.

Struktur. Wir wollen nun zeigen, dass « ein Gruppenhomomorphismus ist. Das
nachfolgenden Lemma 6.3 besagt fiir [f]r, [9]x € m1(X, o) nun

[+l = [Fog] .

dh. a(f ©9) = alf) + a(g). =

Lemma 6.3. 1. Seien f und g Wege in X mit f(1) = ¢g(0). Dann ist das
Element f ©g— f —g € C1(X) ein Rand.

2. Sei f ein Weg in X. Dann ist f + f~1 € C1(X) ein Rand. Hier bedeutet
f~1, dass f in umgekehrter Reihenfolge durchlaufen wird.

Beweis. Zum Beweis von 1 betrachten wir das folgende 2-Simplex o,

f g
e — O — €2

€1
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wobei wir die Abbildung im Inneren entlang der Vertikalen konstant fortsetzen.
Dann ist

da(0) = 95(0) = 03 (0) + D3(0) =g~ (f O g) + [

und demnach do(—0) = f © g — g — f wie gewiinscht. Fiir den Beweis von 2
betrachten wir das folgende 2-Simplex 7:

konstant f(0)
€ ————— €2

el
welches wir im Inneren leicht stetig fortsetzen kénnen. Es gilt nun
do(r)=f ' —c+f

und da ¢ Rand ist (als Bild des 2-Simplex, der ebenfalls konstant auf f(0)
abbildet), folgt somit auch, dass f~! + f Rand ist. O

Theorem 6.4. Sei X wegzusammenhingend. Die von o (aus 6.2) gemdif$ 6.1
induzierte Abbildung
a 7T1(X,£C())ab L) Hl(X)

ist ein Isomorphismus von abelschen Gruppen.

Beweis. Wir wollen ein Inverses § konstruieren. Dazu definieren wir zunichst
eine Abbildung
B:CLX) — (X, 20)*P

wie folgt: Wihle zunéchst fiir jeden Punkt € X einen Weg A, : I — X von
Az(0) = xo nach A\, (1) = x, wobei Ay, der konstante Weg sei. Fiir f : Al , — X
definieren wir nun
; -1
B = [Af(o) CRACENTCH I
Da C;(X) frei abelsch von solchen f erzeugt ist, definiert dies .
Lemma 6.5. Es gilt 8(B1(X)) =0, d.h. 8 induziert eine Abbildung

B:Hi(X)— m(X, xo)ab.

Beweis. Sei 0 : A}, — X ein 2-Simplex mit y; := o(e;) und § = 93(0),

h:=0%(c) und f := 93(0).
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Graphisch:

Yo —>y2

Nk

Dann ist offenbar f ©® g ® h~! ~ )., nullhomotop und demnach

Blda(0)) = 5§ — h+ f) = B(f + 9~ h)
= P @FONI 0N 090N DN 0T ONN
= |:>\yU © f © 9 © h71 © A;Jljl‘n',ab = [Ayﬂ © A';Jljl‘n',ab =0
womit die Aussage bewiesen ist. O

~ Wir fahren nun mit dem Beweis von 6.4 fort. Es bleibt noch zu zeigen, dass
0 ein Inverses zu @ ist. Offenbar ist

3w (1)) =3 (1) = B0 7022, = P

und andererseits auch

a(B(fh))=a(|r AT ) = (A -\

04(6 ([f]l)) Oé([ f(O)@f@ f(l)]) [ f(0) “rf f(l)]l

= {f] .t [Afm) - /\f(l)} .

Es gentigt also, zu zeigen, dass Xf(o) — Xf(l) Rand ist. Dazu betrachten wir das
2-Simplex 7:

konstant xg
c

Af(0) Af(n)

Zo

Es ist einfach einzusehen, dass die konstante Abbildung ¢ ein Rand ist (siehe
etwa 6.2), womit wir wegen da(7) = Af0) — Apq) + c fertig sind. O

Korollar 6.6. Aus 6.4 folgen nun die folgenden Identitdten:
1o H (Vi SY=H ((SH)") =z
2. Hi ({x}) =0
3. Hy (RP™) =< 7Z/2 fiirn>2 O
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Bemerkung 6.7. Beispiel 3 aus 6.6 zeigt, dass es topologische Raume X gibt,
so dass He(X) Torsion hat, obwohl Co(X) frei abelsch ist.

Man muss also nicht nur B, (X) und Z,,(X) bestimmen, sondern immer auch
die Inklusion B, (X) — Z,(X).
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7 Homotopieinvarianz singuldrer Homologie

Size, really doesn’t matter.
Wir benétigen zunéichst etwas homologische Algebra.

Definition 7.1. Seien f,g : C — D zwei Abbildungen von Kettenkomplexen.
Dann heien f und g kettenhomotop (oder einfach homotop), falls es fiir
jedes g € Z Abbildungen Fy : C; — Dy gibt, so dass

APy o Fy+ Fy_10dS = fy — gq

Wir schreiben dann auch f =9 oder einfach f ~ g. Graphisch:

fq+1
4)

Cor1 ————— 3 Dgpa

9q+1

Lemma 7.2. Zwei kettenhomotope Abbildungen f =y wie in 7.1 induzieren
die gleiche Abbildung

i der Homologie.

Beweis. Sei z € Z,(C) ein Zyklus. Dann ist

Fa(2) = ga(2) = 2y (Fu(2)) + Fucr (dS(2)) = 24, (Fu(2)) € Ba(D)

ein Rand, also H,(f) = H,(9g)- O
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Definition 7.3. Sei A C R" konvex und p € A ein Punkt. Fiir 0 : Af , — A
+1
o
Sei y = (£, A1,...,Aq41) € Aszl ein Punkt. Wir setzen p; := ’\fjtl fiir

0 <4 < g Somit ist also ), p; = 1 und damit = = (po,..., 1) € Al

Dariiber hinaus ist y = ¢ - eg + (1 — ) - di*" (), und jedes y € Ag;;l hat eine

solche Darstellung. Damit sind wir nun in der Lage, p.o zu definieren:

definieren wir eine Abbildung p.o : Alj~ — A wie folgt.

Dy (t ceo+ (1—1t)- dg“@)) =t-p+(1—t) o)
Dies wiederum liefert eine Abbildung
p«() : Cg(A) = Cgra(A).

Bemerkung. Anschaulich gesehen wird ein ¢g-Simplex o durch p, stetig zu einem
(¢ + 1)-Simplex erweitert, indem p als néichste Ecke hinzugenommen wird. Auf

q . . .
Atop stimmen p,o und o iiberein.

Lemma 7.4. Fir ce Cy(A) gilt

dya(pu(e) = { TG a2

wobei e der Auswertungshomomorphismus aus 5.9 ist.

Beweis. Es geniigt wie iiblich, Erzeuger o : Agop — A zu betrachten. Im Fall
g = 0 ist 0 = q ein einzelner Punkt und p. (o) : A%Op — A ein Weg von p nach
q, also

di(pso)=q—p=0—c(o)-p.

Sei nun ¢ > 1. Es ist p.o odg“ = 0, wie wir bereits in 7.3 bemerkt hatten. Wir
behaupten nun weiterhin, dass fiir ¢ > 0

peood™ =p.(ocodl ) (13)
gilt. Um dies einzusehen, sei
y=t-eo+ (1—1t)-di(z) € AL,

ein beliebiger Punkt. Dann folgt aus der simplizialen Identitét 1 (siehe 4.9):

und demzufolge

pe(oodi)(y) =t p+(1—1)-o(d]_(2)) = pe(0)(d] " (¥)
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Wir erinnern uns nun an 4.21 und daran, dass die simpliziale Menge S(A)
auf Morphismen durch Nachschalten definiert ist. Dann folgt aus (13) nun
q+1

dgr1(pso) = Zi:o (—1)". (p*U o d?+1>
S (plood ) +o

i=1

=0 — pa (Zq (—l)i (oo Jf)) =0 — p«(dy(0)),

=0

womit die Aussage bewiesen ist. O

Proposition 7.5. Sei A C R"™ eine konvezxe, nicht-leere Menge. Dann gilt

Z ; n=0
H”(A):{O s on>1

Beweis. Sei ¢ € Zy(A) fir ¢ > 0. Aus 7.4 folgt ¢ = dg41(p+c) fiir ein beliebiges
p € A, da p.(dq(c)) = 0. Also ¢ € By(A) und folglich H;(A) = 0. Der Fall ¢ =0
folgt aus 5.9. O

Theorem 7.6 (Homotopieinvarianz von H,). Seien f ~ g : X — Y zwei
stetige, homotope Abbildungen. Dann induzieren sie die gleiche Abbildung

Ho(f) = He(g) : Ho(X) — Ho(Y)
i der Homologie.

Korollar 7.7. Ist f : X = Y eine Homotopiedquivalenz, so induziert sie einen
Isomorphismus

Ho(f) : Ho(X) —— Ha(Y)

der entsprechenden Homologien.

Beweis des Korollars. Nach Annahme existiert g : Y — X mit go f ~idx und
fog>~idy, d.h. geméf 5.7 erhalten wir

Ho(idx) = He(go f) = He(g) o Ho(f)
und durch ein dquivalentes Argument auch H,(idy) = He(f) 0 He(g). O
Beweis von Theorem 7.6. Betrachte die Einbettungen
i X = X x {0} — X x1I
i X e X x {1} = X x1I

Da C, ein Funktor ist, kommutiert dann fiir jede stetige Abbildung f: X — Y
und fiir j € {0,1} das folgende Diagramm:

Co (i¥)

Co(X) —————— Co(X x 1)

C-(f)[ J’C-(indH)
Ca(i))
Co(Y) ———— Co(Y x 1)
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Mit anderen Worten,
Co (")

/

|
Top I:C. (i$7) Ch(Ab)

1

Co(-xI)

ist eine natiirliche Transformation. Sei T' = {*} der Raum mit nur einem Punkt.
Wir behaupten nun, dass

H, (le) — H, (ZOT) . H, (T) — H, (T X ]1)

die gleichen Abbildungen sind. Um dies einzusehen, sei p : T x I — T die
Projektion auf einen Punkt. Offenbar ist

H, (p) o H, (ZOT) — H, (p o iOT> — H, (idT) — H, (p) o Hy (le)

d.h. beide Abbildungen sind ein Inverses zu Hy(p). Damit geniigt es nun zu
zeigen, dass Hy(p) ein Isomorphismus ist.

In der Homologie ist anwenden von Hy(p) nichts weiter als das Nachschalten
der Abbildung p. Mit der Terminologie aus 5.9 ist dann p = E;l o epyy die
Verkniipfung von zwei Isomorphismen und somit selbst ein Isomorphismus. Wir
haben nun die Voraussetzungen geschaffen fiir das folgende

Lemma 7.8. FEs seien fiir alle topologischen Riume X Kettenabbildungen
FXg% 1 Ca(X) — Co(X <)

gegeben, welche natiirlich in X sind und Ho(f14) = Hy(g!*}) erfillen. Dann
sind fX und g~ kettenhomotop fiir alle X und die Kettenhomotopie ist natiirlich
m X.

Beweis des Lemmas. Wir bezeichnen das Differential in Cy(X) mit d* und in
Co(X x 1) mit d¥. Um den Beweis iiberschaubar zu halten, fehlen die Indizes,
sofern sie offensichtlich sind (etwa durch das iibergebene Argument).

Eine natiirliche Kettenhomotopie ist gegeben durch Morphismen

DX
Cy(X) ————— Cpa (X X T)

mit Df_ldf + Jg"+1D§( = qu - g;( und natiirlich in X.
Wir konstruieren Dg( induktiv. Fiir ¢ < 0 und alle X sei Df := 0. Sei nun
q >0 und D, bereits konstruiert fiir p < ¢ und alle X. Fiir id, € Cy(Af,) sei

zq == f(idg) — g(idg) — Dg—1(d(idy)) € Co(Af,, x I).

top
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Wir haben JDg,l + Dy_od = fg—1 — gg—1 nach Induktionsvoraussetzung und
df = fd bzw. dg = gd, da beides Kettenabbildungen sind. Damit erhalten wir

d(zg) = d(f(id,)) — d(g(idg)) — d(D(d(id,)))
= f(d(idy)) — g(d(idg)) — (f — g)(d(idg)) — D(d*(idg)) = 0

d.h. z, ist ein Zykel. Wir behaupten weiterhin, z, ist auch Rand. Fiir den Fall
q = 0 folgt dies aus D_; = 0 und Ho(f) = Ho(g) (man beachte A = {*}):

[20]q = [(f — g)(ido) — D-1(do(ido))],
= [(f — 9)(ido)]o = Ho(f — g) ([ido],) = [0], -

Fiir ¢ > 1 folgt die Behauptung aus 7.5, da Afop x I geméfl 1.2 konvex ist. Also

existiert ein c,11 € Cyy1(Af,, x I) mit d(cyy1) = 24 Wir definieren nun

DX : Cy(X) = Cyn(X xT)

fir o : A?  — X durch

top
DY (0) i= Cypalor i) (cys1)
und auf ganz Cy(X) durch Z-lineare Ergénzung.
Wir bemerken an dieser Stelle, dass f* (o) = fX(C,(0)(id,)), da C, auf

Morphismen durch Nachschalten definiert ist. Weiterhin besagt die Natiirlichkeit
von f°, dass das folgende Diagramm kommutiert,

Cylo)
C(I(A(tlop) — Cq (X)

qugoer \ff

Co(AL x ) 1Y o x ey

gleiches gilt fiir g. Nach Induktionsannahme ist Dj_; ebenfalls natiirlich, dem-
nach kommutiert im nachstehenden Diagramm auch das untere Quadrat,

Cq(o)
Cq (Agop) Cq (X)

i \d

qul(U)
Cl]*l(A(tzop) CQ*l(X)

Dql\ JDql

Co(AL xT) S o ()

und somit das gesamte Diagramm. Alles in allem erhalten wir nun
J(Dq(a)) = CZ(Cq-H(U x idp)(cq+1)) = Cy(o x idp)(d(cg+1)) = Cq(o x idi)(2q)
= Cy(o x idi)(f(idg) — g(idq) — Dg-1(d(id,)))
= f(Cq(o)(idg)) — g(Cq(0)(idg)) — Dyg—1(d(Cq(0)(idy)))
= f(0) = g(0) = Dyg_1(d(0)),
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wie gewliinscht. Die Natiirlichkeit von D, bekommen wir nun aus dieser Darstel-
lung gratis aufgrund der Natiirlichkeit von f, g und D,_;. O

Fortsetzung des Beweises von Theorem 7.6. Wir konnen nun das Lemma anwen-
den und erhalten C, (i) ~ C4(i3*) woraus mittels 7.2 auch H,(if’) = H, (i)
folgt.

Sind nun f,g : X — Y und eine Homotopie H : X x I — Y von f nach g
gegeben, so betrachten wir

und erhalten

Ho(f) = Ho(H oiy ) = Ho(H) o Ha(ig))
= H‘(H) OH‘(Z&X) = Ho(Hoi{() = Ho(g)v

womit wir fertig sind. O
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8 Relative singulire Homologie

Definition 8.1. Sei X ein Raum und A C X ein Unterraum. Wir bezeichnen
mit ¢ := Lf : A — X die Inklusionsabbildung. Man definiert dann

£, o (x).

Cn(X,A) := Cr(X)/Cr(A) mittels C,(A)
Bemerkung. Da C,, ein Hom—Funktor zugrunde liegt, der auf Morphismen durch
Nachschalten definiert ist, ist das Bild einer Injektion unter C,, erneut eine
Injektion. Fiir die kategorientheoretisch bewanderteren ist dies nichts weiter als
die Linksexaktheit von Hom.

Genau wie in 2.8 koénnen wir uns nun klarmachen, dass das Differential dX
Abbildungen
A5 CL(X, A) — Cpa (X, A)

induziert. Man betrachte dazu den Ausschnitt

Co(A) — 0 (X) —— T C(X, A)

[
Jd;‘ dej I a5
c 1

n—1(t) Tn—1
Cror(A) Crpr(X) — "y O 1 (X, A)

und verwende C,o(X, A) = coker (C, (¢)). Die Diagramme kommutieren (gemifl

universeller Eigenschaft des Cokerns) und demnach gilt dgi’lA )o0d* = 0, wo-

durch Co(X, A) zu einem Kettenkomplex wird. Wir definieren nun die relative
singulire Homologie eines Raumpaares (X, A) durch

Ho(X,A) := Ho(Co(X, A)).
Bemerkung. Wir haben offenbar He(X,0) = He(X) und He(X, X) = 0.
Fakt 8.2. Fiir jedes Raumpaar (X, A) gibt es eine lange exakte Sequenz

an+ 1

I HL(A) — s Ho (X)) — 2 HL (X, A)

in—1 Pn—1

Hyy 1 (A) 225 Hy (X)) 2225 |, (X, A) 22

Beweis. Nach Definition ist
0 — Co(A) — Co(X) » Co(X,A) — 0
eine keS in Ch(Ab). Anwenden von 2.15 liefert die Behauptung. O

Bemerkung. Wir werden spéter (in 11.10) untersuchen, fiir welche (X, A) man
Isomorphismen He (X, A) = H4(X/A) erhilt.
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Bemerkung 8.3. Theorem 7.6 lisst sich verallgemeinern auf Raumpaare, d.h.
homotope Abbildungen f ~ g : (X, A) — (Y, B) induzieren die gleiche Abbil-
dung

Ho(f) = He(g) : He(X,A) — Ho(Y,B)

in der Homologie. Der Beweis lduft analog, da insbesondere die Konstruktion
von Df natiirlich ist.

Theorem 8.4 (Ausschneidungssatz). Sei X ein topologischer Raum, U und V
zwei Unterraume von X mit X = U° U V°. Dann induziert die Abbildung von
Raumpaaren (V,VNU) — (X,U) einen Isomorphismus

Ho(V,V NU) == Hy(X,U)
von relativen Homologiegruppen.

Aquivalgnte Formulierung (setze Z := X\ V). Seien Z — U — X Inklusio-
nen mit Z C U°. Dann induziert (X \ Z,U\ Z) — (X,U) einen Isomorphismus

Hy(X\ Z,U\ Z) = Ho(X,U)
von relativen Homologiegruppen.

Den Beweis zu diesem Satz werden im néchsten Abschnitt erbringen. Wir
beschéftigen uns zunéchst mit einigen wichtigen Korollaren.

Korollar 8.5 (Mayer-Vietoris). Sei X ein topologischer Raum und U, V offen
i X mit X =UUV. Dann existiert eine lange exakte Sequenz

Ont1 2 Jn
E—

H,(UNnV)——— H,(U)® H,(V) ——— H,(X)

s . /

]n 1 871—1

Hy 1 (UNV) 25 Hy ((U) @ Hyy (V) 2255 Hyo g (X) 25 -

wobei die Abbildungen i und j in Matrizschreibweise gegeben sind als

ivi= () = (i (]} wnd o= G230 = (01 )~ (1)

Beweis. Betrachte das folgende kommutative Diagramm von Kettenkomplexen:
Co(UNV)—Ce(U) —— Co (U, UNYV)
| |
Co(V) ———— Co(X) ——— Co(X, V)
P L CuX
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wobei @ und {/; gemif 8.4 Isomorphismen ¢, := H, (Jn)_l und ¢, 1= He(pn) ™ ?
in der Homologie induzieren.

Dariiber hinaus ergeben die vertikalen und horizontalen, kurzen exakten Se-
quenzen in der Homologie lange exakte Sequenzen geméfl 2.15 und 8.2. Alles in
allem erhalten wir ein Diagramm

iU
S H(UNV) s Hy(U) 2 Hy (U, U N V) 2 Hy  (UNV) — -
iy iy ‘wn
S H (V) — 5 Hy(X) 25 Hy (X, V) — s Hy (V) —— -
H,(V.UNV) = H,(X,U)
Tn Hn

wobei 8, v, n und p die Ubergangsmorphismen der langen exakten Sequenz und

on = H, (V,0) = (V,UNV)) T 1= Hy (X, 0) — (X,U))
0, == H, (U,0) — (U, UNV)) pn = Hy ((X,0) — (X, V))

die offensichtlichen Abbildungen sind. Wir definieren nun
Op 1= 6, 01y 0 py und 9., := v, 0y 0Ty (14)
als Ubergangsmorphismen. Es bleibt nun fiir 9, die Exaktheit der Sequenz

Hy(X) 2% B (U0 V) 22 Hy(U) @ Ho (V) 25 Hoy(X) 25 Hy  (UN V)

nachzuweisen. Auf die Rolle von §’ werden wir nach dem Beweis in 8.6 eingehen.

Ezaktheit bei H,(U N'V). Wir betrachten den folgenden Ausschnitt des obigen
Diagramms:

U
9n+1 5n+1 3

Hpr(U) 25 Hy(U,UNV) 225 H (UN V) —2 H, (U)

J{jf{q,l Y1 O J{ZZ J{jg
v

Hypr (X) 2 Hyy (X, V) — 22 n
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Wegen Exaktheit der oberen Zeile ist im(9,11) C ker(i¥), und wegen
i 0d=1i"o0dopop=noyloyop=nop=0

auch im(9,11) C ker(iY), womit wir insgesamt im(9,11) C ker(i,) erhalten.
Sei also z € ker(i,), d.h. i¥ (z) = 0 und i (x) = 0. Exaktheit der oberen
Zeile liefert uns ein a € 0,1 (). Setze b:= |, (a). Dann ist

n(b) =" (6(¥™1 (b)) =" (5(a)) =" (2) =0

und wegen der Exaktheit der unteren Zeile gibt es ein Urbild ¢ € P;h(b)’
welches geméafl Definition nun ein Urbild von = unter 0,41 ist.

Exaktheit bei H,(U) @ H, (V). Es ist zuniichst ji = ViV — jViV = 0 aufgrund
der Kommutativitit, also im(i) C ker(y).
Sei also (z,y) € Hn(U) ® H, (V) mit j¥(z) — j¥ (y) = jn(x) = 0. Dann ist

0 =m0 (4) = J (2)) = T (G (¥) = 0 (On(y)) = only) =0,

d.h. gemi#fl Exaktheit der linken Spalte gibt es ein b € H,,(UNV) mit i) (b) = y.
Setze ¢ := z — i (b). Wegen

g (€) = gul (%) = 3u/ (1 (0)) = G (@) = G (i (0)) = . (&) = ' () = O
und Exaktheit der rechten Spalte existiert dann ein d € ,u;_lﬂ(c). Setzen wir nun
€= <pn+1(d) € Hn+1(‘/7 Un V)v

so gilt
iy (n+1(€)) = pnt1(9n11(€)) = pnpa(d) = ¢ =z — 37 (b).

Mit anderen worten, i¥ (b+~,+1(€)) = x. Dann ist a := b+, 11(e) das gesuchte
Urbild, denn

in(a) = (i

3G
—
S
~—
.
S<
—
S
~
~
Il

(1, (b) + (i, © Tnr1)(€)) = (z, 0y, (b)) = (,y).

Ezaktheit bei H,,(X). Fiir die Inklusion im(j,,) C ker(9,) rechnen wir nach, dass

doj = dovopo(j¥—j")Zdovopei’ FiopoyToh=500Z0.

Andererseits sei x € H,(X) mit 9, (z) = 0, mit anderen Worten
Un(pn(x)) € ker(d,,) = im(0,) = Ja € H,(U) : 6,,(a) = ¥, (pn(z)).
Dann ist
pu(x = j; (@) = pa(@) = puliy (@) = pu(z) — ¢! (0u(a)) = 0.
Aufgrund der Exaktheit gibt es also ein b € H, (V) mit 7V (b) = z — jY(a) und
(a,—b) ist das gesuchte Urbild. O
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Bemerkung 8.6. Die Situation in 8.5 ist symmetrisch in U und V. Wenn ihre
Rollen vertauscht sind, erhalten wir 9’ anstelle von 0 (siehe (14)). Man kann
beweisen, dass @ = —’. Der Beweis dieser Aussage sei dem fleifligen Leser als
Ubung iiberlassen.

Korollar 8.7. Seien (X;,x;) fir 1 <i <n punktierte, wegzusammenhdingende
topologische Rdume und X := \/?=1 X;. Dann gilt

PoH(X) 5 og>1
Hq(X):{®z_1Zq( ) . Z:O

Beweis. Die Aussage fiir ¢ = 0 ist bereits bekannt (5.9). Fiir ¢ > 1 fithren wir
nun Induktion nach n. Fiir n = 1 ist die Aussage trivial, sei also n > 2. Setze
U:=V'X;,CcXundV :=X, C X. Wegen UNV = {x} und 5.8 ist
H,(UNV) =0 und Anwenden von 8.5 liefert die lange exakte Sequenz

Ja

o— 00— H(U)® Hy(V)—— Hy(X) — H,1(UNV) — -+

Fiir ¢ > 2 ist auch H,_1(UNV) = 0 und j, ein Isomorphismus. Im Grad ¢ =1
sieht die Sequenz wie folgt aus:

1é) i j
P H(UNV) =02 H(U) ® H (V) —— H,(X)

f o J
ig j 80
Ho(UNV) = Z —" Hy(U) @ Hy(V) —=— Hy(X) —— 0
—_———

YASKA

wobei nun
Hy (ngo}> = (a SO0 — Q- L?zo} o a)

und entsprechend fiir V. Dies bedeutet, dass unter dem vom Auswertungsho-
momorphismus induzierten Isomorphismus (siehe 5.9) die Abbildung ¢ nichts
weiter ist als @ — (@, «). Diese Abbildung ist aber injektiv, d.h. im(d;) =
ker(ip) = 0 und demnach 9; = 0. Also ist die injektive Abbildung j; zusitzlich
surjektiv und somit auch im Grad 1 ein Isomorphismus. Also, nach Induktions-
voraussetzung

Hy(X) = Hy(U) @ Hy(V) = H, ( Xi) & Hy(X) =D Hy(X,).

i=1 i=1
O

Bemerkung 8.8. Man kann 8.7 auch fiir unendliche Smash-Produkte beweisen.
Dazu braucht man unter Anderem, dass H, und colim vertauschen.
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9 Beweis des Ausschneidungssatzes

” He doesn’t want us to cut through our chains ...
he wants us to cut through our feet.“ — Gordon

Seien Z <« U < X Inklusionen mit Z C U°. Wir wollen dann zeigen, dass
die Abbildung (X \ Z,U \ Z) — (X,U) einen Isomorphismus

Ho(X\Z,U\ Z) —— H,(X,U)

induziert.

———— e ——T

U

Abbildung 1: Ausschneidung von Z

Problem. Sei X =U UV und ¢ € C,(U UV). Wir fragen uns dann, ob man
c=cy+cy mit oy € Ce(U) und ¢y € Co(V) schreiben kann:

Abbildung 2: Problemsituation

Leider wird dies nicht immer moglich sein. Aber: Wenn ¢ ein Zykel ist, so hat
[c], in He(X) einen Reprisentanten mit dieser Eigenschaft. Um einen solchen
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Reprisentanten zu finden, ersetzen wir die Simplizes o; : Af, ) — X durch Sum-
men von kleineren Simplizes. Man nennt dieses Verfahren auch baryzentrische
Unterteilung oder simpliziale Approximation.

Wir verdeutlichen dies durch einige Bilder. Hier soll selbstverstindlich die

VN

Identitét [o] = [01] + [02] = [01] — [o5 '] gelten.
FEinen 2-Simplex 7 wollen wir wie folgt unterteilen, wobei dann

€ €
e[ e 9 e[ e 9

6
=Y+ [
i=1

fiir geeignet gewahlte Vorzeichen gilt. Dieser Prozess lasst sich dann iterieren,
um eine immer ”feinere” Unterteilung zu erhalten.

Wir wollend diese Idee nun formalisieren.

Definition 9.1 (Baryzentrische Unterteilung). Sei p, := .7 —re; € Af

q+1 top
der Mittelpunkt des g-dimensionalen Standardsimplex.

1. Wir definieren u, € Cy(A{,,) induktiv wie folgt (siehe 7.3):

top

Ug ‘= €o
q i -
wgi= (1) (), (Com(d) (1))
2. Fiir ¢ = Y, ni0; € Cg(X) sei B (c) 1=, n:Cy(04)(uy) die baryzentri-
sche Unterteilung von c.

Wir schreiben héufig B,(c) oder B(c), wenn klar ist, was gemeint ist.

47



Lemma 9.2. 1. Fiiralle f : X =Y gilt Co(f) o BYX =BY o Cy(f).
2. Be: Co(X) — Co(X) ist eine Kettenabbildung.
3. Es gibt eine in X natirliche Homotopie B ~ id : Co(X) — Co(X).
Beweis von 1 (Natiirlichkeit in X ). Fiir alle o : A{

top — X gilt:

Ca(£)(B5 () = Cq(f) 0 Cq(0)(ug) = Cq(f 0 0)(ug) = BF (f o 0)
=B, (Cy(f)(0)).

Beweis von 2 (Kettenabbildung). Es gilt zu zeigen, dass das folgende Diagramm
fiir alle ¢ kommutiert:

Cyl(X) — 22 Cy(X)

ch;() B, ch;()

Fiir ¢ < 0 ist dies wegen Cy_1(X) = 0 offensichtlich. Wir behandeln zunéchst

den Fall ¢ = 1 getrennt: Sei o : Al,, — X, dann gilt

d(B(0)) = d(C1(0)(u1)) = Co(o)(d(ur)) = Co(o)(e1 — €o)
= o(e1) —o(eo) = d(o) = B(d(0))

da B = id auf Cp(X). Wir verwenden dies als Induktionsverankerung fiir eine
Induktion nach q. Sei also ¢ > 2 und wieder o : A — X. Wir bemerken kurz,

top
dass ~
ol(idy) = dl oid, = d}. (15)
Weiterhin setzen wir, der Einfachheit halber, B := %.Ag"" und rechnen dann

ohne viel Miihe nach, dass

dq(B3 () = dg(Cy(0)(uq)) = (Cq—1(0) 0 dg) (ug)

|
—
AA\_/\_/

—
IS8
Q
—~
=
[oFERS
Q
~—_ O
N

(7.4) = Cy-1(0) (%q—l(dq(ld )) = (Pgx0dg—10 %3—1 © dq) (idq))
(Induktion) = Cy_1(0) (BI_(dg(idg)) — (pgs © BI_y 0 dg—1 0 dg) (idy))
(d® = 0) = Cq-1(0) (B_1(dy(idy)))
(Natiirlichkeit) = B, 1 (Cy—1(0)(dq(idg))) = B 1 (dy(0))



Beweis von 3. Wir betrachten die Abbildungen

1: X — X xI p: X xI— X

x +— (z,0) (x,t) — x

und wenden Lemma 7.8 auf C4(7) und C,(7) o B, an. Die Bedingungen fiir das
Lemma sind aufgrund von (1), (2) und B¢ = id erfiillt. Demnach erhalten wir
eine Kettenhomotopie Dy : Cy(X) — Cyy1(X x I) von Co(i) nach C,(i) o B,.
Somit existiert eine Kettenhomotopie

von id = Ce(p) 0 Ce(i) nach Co(p) 0 Co(i) 0 Be = B,
womit der Beweis dieses Lemmas abgeschlossen ist. O

Wir bezeichnen ab jetzt mit eckigen Klammern [] die Aquivalenzklasse in
der Homologie und mit einem Querstrich = die Aquivalenzklasse im relativen
Kettenkomplex, i.e. die Projektion Co(X) — Co(X, A) fir A C X.

Weiterhin schreiben wir 98" fiir r-fache Verkettung von 98 mit sich selbst.
Dabei gilt die Konvention B° = id.

Lemma 9.3. Sei A C X und r > 0. Dann gilt

1. c€ Cy(A) = B"(c) € Cy(A).

2. Sei z € Cy(X) mit Z € Zy(X, A), so ist B"(z) € Zy(X,A) und
[37¢)| =121

Beweis. Wir bezeichnen mit d das Differential in Ce(X) und mit d’ das Diffe-
rential in Co (X, A).

Die erste Aussage ist klar, die zweite beweisen wir durch Induktion nach r.
Der Fall r = 0 ist trivial und indem wir z durch B7"71(2) ersetzen, geniigt es
geméfl Induktionsvoraussetzung, den Fall » = 1 zu behandeln.

Sei also Ey : Cg(X) — Cygq1(X) die Kettenhomotopie B =~ id aus 9.2 (3).
Diese schrénkt sich ein zu einer Kettenhomotopie Cy(A4) — Cy41(4), da E
natiirlich ist. Mit anderen Worten,

dg41(Eq(2)) = B(2) = 2 = Eq-1(dy(2))- (16)

Es gilt dy(2) € Cy-1(A) wegen dy(2) = d (%) = 0, also B(d,(2)) € Cy(A). Daher

dq(B(2)) = dg(B(2)) = B(dy(2)) = 0 = B(2) € Z,(X, A).
Damit ist die erste Aussage bewiesen. Wegen dy(z) € Cy_1(A) ist nun auch

E,_1(dg(2)) € Cy(A) und dy11(Ey(2)) = d:H_l(Eq(z)) € By(X,A).
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Wenden wir nun ~ und [-] auf (16) an, so erhalten wir also

0= A1 (B,()] = [B3)] - [ - o1 (4,(2))

0

= [2] = [3()],
womit auch die zweite Aussage bewiesen ist. O

Definition 9.4. Sei (X,d) ein metrischer Raum und A, B C X Unterrdume.
Dann definieren wir die Distanz von A zu B als

0(A, B) :=inf (im(§|axp)) = inf {é(a,b) |a € A,be B}.
Fakt 9.5. Sind A, B C X abgeschlossen, kompakt, nicht offen und disjunkt, so
gilt (A, B) > 0.

Beweis. Esist A x B C X x X kompakt, also ist im(d|ax ) ebenfalls kompakt
und somit die Vereinigung (Jj_, I; = im(J|axp) endlich vieler abgeschlossener
Intervalle I; C Ry mit 0 ¢ I; wegen AN B = 0. O

Lemma 9.6. Sei X = U UV eine offene Uberdeckung. Dann gilt
Vee Cy(X):Tr>1,ve Cy(V), u e Cy(U) : B"(c) = u+v.

Beweis. Es geniigt, den Beweis fiir ¢ = o : Af, ) — X zu fiihren, da wir fiir eine

endliche Linearkombination Zj njo; € Cq(X) das maximale r wihlen konnen.

Weiterhin ist die Aussage fiir ¢ = 0 trivial, also kénnen wir ¢ > 1 annehmen.
BEsist AL = o 1 (U)Uo (V) eine offene Uberdeckung. Wir setzen nun

top
A:=c"L(U)\ o (V) B:=o01V)\o }U)
und wenden 9.5 auf A, B C A{,, mit §(z,y) = ||z — y|| an. Es gilt demnach

€ := 0(A,B) > 0. Folglich ist jede Teilmenge von A{  mit Durchmesser < ¢
entweder ganz in 0~ (U) oder ganz in 0~ (V) enthalten. Wir wihlen nun r so

grof}, dass
\/§< a > <e€

q+1

gilt. Gemaf 9.7 gilt die Aussage nun fiir den Spezialfall o = id, € C;(A{,,):
Wenn B (idg) = >°; ny7; ist, so gilt fiir im(7;) C A, stets, dass diese Menge
Durchmesser < ¢ hat. Daher ist entweder im(7;) C V oder im(7;) C U. Die
Summe spaltet sich dann auf in zwei Terme, welche einen Simplex v € Cy(V)
und einen Simplex u € Cy(U) definieren.

Im Allgemeinen folgt die Aussage dann aus diesem Spezialfall aufgrund der
Natiirlichkeit von B (siehe 9.2, (1)). Genauer:

B’ (0) = B" (Cq(0)(idg)) = Cy(o) (B"(idy)) = Zj nj - Cq(a)(75)

und im(7;) € o~ (V) oder im(7;) C o=} (U). O
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Lemma 9.7. Sei 0 € Cy(A,,) affin-linear und B(o) = 3=, ;n;7; die bary-
zentrische Unterteilung von o. Dann sind alle 7; ebenfalls affin-linear und fiir
alle j € J gilt

diam(im(7;)) < quLl - diam(im(o)).

Beweis. Die 1; sind wieder affin-linear gemé8 Definition von p, (siehe 7.3). Wir
behaupten nun zunichst, dass fiir jeden Simplex 7 in der Summendarstellung
von ug (siehe 9.1) gilt:

1. 7 = (x0,...,q) ist ein Simplex im Sinne von 1.1 und
2. diam(im(r)) < V2 .

Wir beweisen diese Aussage per Induktion nach q. Fiir ¢ = 0 ist dies trivial, sei
also ¢ > 1. Wir haben dann

ug =3 (1) pe(Cymr () (ug-1)),

=0

d.h. die Simplizes in u4 sind von der Form o = pq*(dg o) fir ein 7 aus ug_1.
Aus Definition 7.3 von p, folgt dann sofort, dass das Bild von ¢ ein Simplex im
Sinne von 1.1 ist, genauer genommen gilt mit im(7) = (zo, ..., z,), dass

1m(a) = (y()a e Yi—-1,Pqy Yis - - - 5yq—1) fiir Yj ‘= ng(xj)

Aufgrund von 1.2 geniigt es nun, die Absténde der Ecken zueinander zu priifen,
da alle anderen Punkte zueinander geringeren Abstand haben. Fiir 0 < j, k < ¢
gilt nach Induktionsannahme, dass

q
Iy — vell, < V2- 7<\f +1

da d~f eine Isometrie ist. Es bleibt also noch nachzurechnen, dass
_ q 1 1 q
IPg = wsll, = szzo (m ' ek) B ysz RESR szzo k ysz

1 q

- . _ Cars )2

= L0 )
1

= \/(q+1)2 (g+1) > wiat @+ o2

1
Sﬁ'\/(9+1)*2‘(Q+1)+(Q+1)2
1
:m'\/(qul)Q*(qul)
1 1
= — . +1) g < —— - y/2-¢2
o1 Vit as oy q

fiir beliebiges 0 < j < g — 1.
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Daraus folgt nun die allgemeine Aussage wie folgt: Ein Simplex p in B(0)
ist wegen B(o) = Cy(0)(uq) von der Form Cy(0)(7) = o o 7 fiir ein 7 aus u,.
Da wir o als affin-linear vorausgesetzt hatten, ist o(z) = o+ 3 - x, somit also

diam(im (o)) = [[o(e;) — o(e)ll, = 18- lle; — exll, = V2- |3]
fiir zwei Ecken e;, ;. Damit erhalten wir nun

lo(7(@)) = a(r@)lly = 18] - [7(z) = ()],

q . . q

< . 2 —_— = d P,

<16l V2 p iam(im(c)) i1

fiir beliebige =,y € Af,,. O

Damit sind wir nun in der Lage, den Ausschneidungssatz (Theorem 8.4) zu
beweisen. Seien Z — U — X Inklusionen mit Z C U°. Betrachte

v: (X\Z, U\ Z)—— (X,U)
und die induzierte Abbildung
te: Hyo(X\ Z,U\ Z) —— Hy(X,U) .
Es gilt dann zu zeigen, dass te ein Isomorphismus ist.
Injektivitit. Wir miissen zeigen, dass fiir § € Hy(X \ Z,U \ Z) gilt:
te(f)=0= g =0.

Nach Definition existiert ein z € Cy(X \ Z) mit z € Zo,(X \ Z,U \ Z) und
[Z] = 8. Nach Voraussetzung ist also

0= ta(8) = 1a ([2]) = [1(2)] € H,(X, V)
= JreCi(X),ueCyU): z=d(z)+u.

Wir withlen dann gemif 9.6 ein 7 > 0, so dass B" (x) = u+v eine Zerlegung
mit u € Cqy1((X \ Z2)°) und v € Cyy1(U°) ist. Dann ist

du+v)=d(B"(x)) =B"(d(x)) = B"(z — u).
Demzufolge ist

y =87 (2) — d(v) = d(u) — B (u) € Cy(X \ Z) N Cy(U) = Cy(U \ 2).

€Cq(X\2) €Cq(U)

Demnach also B"(z) = d(v) + y und somit

B=[a= B = [db] +4] =o0.
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Surjektivitédt. Sei « € Hy(X,U). Wéhle z € Cy(X) mit z € Z,(X,U) und
[Z] = a. Gemif Lemma 9.6 gibt es dann ein r > 0, so dass

B"(z) =r+amit x € Ce((X \ 2)°) und a € Co(U°).

Nach Lemma 9.3 gilt weiterhin

T=T+a=B"(2) € Z,(X,U) und [7] = [%r(z)} = 7.

Els ist d(z) € Cy—1((X'\ 2)°) C Cy—1 (X \ Z) und d(z) = d(B"(2)) — d(a),
also
d(x) = B"(d(z2)) — d(a) € Cq1(U),

daher d(z) € Cy—1(U)NCy—1(X \ Z) und somit T € Z,(X \ Z,U \ Z) und
somit wegen te[Z] = [Z] = « ein Urbild. O
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10 Anwendungen der singuliren Homologie

? In theory, it promised to be quite practical.
In practice, however, it is very theoretical.*

Proposition 10.1 (Homologie der Sphéren).

ZOZ ; d=n=0
H, (8% = Z ; d>0Oundne{0,d}
0 ;  sonst

Beweis. DaS® = {0} U {1}, ist der Fall d = 0 klar gem#8 5.8 und 5.7. Da S¢
fiir d > 0 wegzusammenhéngend ist, ist auch der Fall d > 0 = n klar. Seien also
d,n > 0. Dann ist

S =89\ {(~1,0,...,0)} U S\ {(1,0,...,0)}

U 14

eine offene Uberdeckung mit U ~ V ~ {*}. Anwenden von Mayer-Vietoris (8.5)
liefert die lange exakte Sequenz

/_’0_
s Hy(UNV) ——— H,(U) ® Hy (V) ——— H,,(S7)

( )
Hn_l(U n V) — Hn—l(U) &® Hn—l(v) — Hn—l(Sd) e

0 fiir n>1

welche wegen U NV ~ S9! fiir n > 1 die kurze exakte Sequenz
0— H,(SY) — H,_1(S*Y) —o0
enthilt. Mit anderen Worten, H,(S%) = H,,_1(S?!) fiir n > 1.

Fall 1 (n > d). Zunichst ist n > 1 und geméiB unserer Voriiberlegung dann
H,(S%) = H,,_4(S"). Wir haben dann in der Mayer-Vietoris Sequenz den
Ausschnitt

Hy—q({0} N {1}) =0 — 0 — H,,4(S°) — 0 = Hy—a-1({0} N {1})
und demzufolge H, (S?) = H,,_4(S") = 0.
Fall 2 (n < d). In diesem Fall gilt gemé&$ 6.4.

Hn(Sd) ~ Hl(Sd—n-i-l) o~ 7T1(Sd_n+1)ab _ {

womit die Aussage bewiesen ist. O
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Ein Erzeuger der abelschen Gruppe H,,(S™) heift Fundamentalklasse, ge-
schrieben [S™]. Diese ist nur eindeutig bis auf Vorzeichen; das Bild der Fun-
damentalklasse unter der Abbildung Z —— Z mit d — —d ist ebenfalls ein
Erzeuger. Die Wahl einer Fundamentalklasse entspricht der Wahl eines Isomor-
phismus

Z = H,(S™)

1+— [S"]
Bemerkung 10.2. Man kann die Aussage von 10.1 zu einem Isomorphismus

Hg1(S(X)) = Hy(X)
fiir alle ¢ > 1 verallgemeinern. Beweis als Ubung.
Theorem 10.3. Sei f: R™ — R"™ ein Homdomorphismus. Dann ist m = n.
Beweis. f induziert eine Abbildung
FeRTA{0} — R\ {f(0)},
die wiederum ein Hom6éomorphismus ist. Es sind
R™\ {0} = S™ ! und R™\ {f(0)} =S"*

mittles x +— x/||z||2, d.h. S™~1 = S"~1 und demnach H,(S™~!) =2 H,(S"1).
Wegen 10.1 folgt daraus bereits m = n. O

Bemerkung 10.4. Theorem 10.3 lidsst sich noch weiter verallgemeinern auf
Homomorphismen von Mannigfaltigkeiten. Dann bendtigt man das nun folgende
Hilfsmittel.

Definition 10.5. Sei 29 € X. Dann heifit H, (X, X \ {z¢}) die n-te lokale
Homotopiegruppe von X bei z.

Proposition 10.6. Sei A C X ein Deformationsretrakt. Dann ist
Ha (%) s Ha(4) = Hy(X)
ein Isomorphismus und He(X,A) = 0.

Beweis. Die erste Aussage folgt sofort aus 7.7 und wegen der langen exakten
Sequenz fiir Raumpaare (8.2) folgt auch Hq (X, A) = 0. O

Korollar 10.7. Wir kionnen somit feststellen, dass
1. S™ £ {«} und
2. S"1 st nicht Deformationsretrakt von D".

Beweis. Die erste Aussage ist eine Anwendung von 7.7 und 10.1. Die zweite
Aussage folgt wegen D™ ~ {x} aus 10.6. O
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Theorem 10.8 (Brouwerscher Fixpunktsatz). Jede stetige Abbildung D™ — D™
hat einen Fixpunkt.

Beweis. Unter der Widerspruchsannahme, f : D™ — D™ habe keinen Fixpunkt,
konstruieren wir eine Abbildung g : D" — S*~! als

2 (o, f(2) = 2) 4w = J@)” = el + 1
o= F@P?

Dies entspricht der Definition g(z) := x + to(xz — f(x)), wobei ¢y die gréflere
Losung der quadratischen Gleichung

g(x) =z + (z — f(x))

L=llz+t-(z—f@)]

ist. Man verdeutlicht dies gerne anhand von Abbildung 3. Es gilt nun offenbar

g(x)

Abbildung 3: Hilfsfunktion

glsn—1 = idgn—1 und g ist ein Inverses zu S~ < D" bis auf Homotopie. Dies
ist ein Widerspruch zu 10.6. O
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Bemerkung 10.9. Anstatt H,(S™) kann man natiirlich auch
ﬂ—CJ(Sn) = HomHO(TOP) ((qu *) ) (Snv *))

betrachten. Diese sind viel schwieriger zu berechnen und im Allgemeinen bis
heute unbekannt.

Definition 10.10. Sei f : S" — S™ stetig und [S"] eine Fundamentalklasse.
Dann ist der Abbildungsgrad deg(f) € Z von f definiert als die eindeutige
Zahl, so dass

Hu(f) ([8"]) = deg(f) - [S"]

Bemerkung. deg(f) ist unabhingig von der Wahl der Fundamentalklasse, denn
Z ist Initialobjekt in Rings und somit H,(f) durch das Bild von 1 eindeutig
bestimmt.

Fakt 10.11. Seien f,g:S™ — S™ stetig.
1. Es gilt deg(g o f) = deg(g) - deg(f).
2. Falls zusitzlich f ~ g, so ist deg(f) = deg(g).

Beweis. Die Aussagen folgen aus Funktorialitdt bzw. Homotopieinvarianz von
H,, und Definition 10.10. O

Proposition 10.12. Die Abbildung f : S™ — S,

(1‘071‘1, cee ,.’L‘n) [ — (_.’I)o,fl, e axn)
hat Abbildungsgrad deg(f) = —1.

Beweis. Wir beweisen die Aussage per Induktion nach n. Fir n = 1 folgt die
Aussage aus der bekannten Aussage iiber 1 (S!) & H;(S?) (siehe 6.4).
Sei also n > 1. Wir schreiben
S? =89\ {(0,-1,0,...,0)} U S\ {(0,1,0,...,0)}

U 14

mit U ~V ~ {x} und U NV = S"~! dhnlich wie in 10.1. Dann ist

H,(S") —— Hp(S™, V) —— H,,(U,S" 1) —— H,_, (S
(‘)W (‘ ) e (U‘ ) G2 1(‘ )

o)
¥

H,(S") —— H,(S", V) ¢—— H,(U,S""1) —— H,_,(S*1)

Die Kommutativitédt der dufleren beiden Quadrate folgt aus der Natiirlichkeit
des Schlangenlemmas (siehe 2.11). Da nun H,,_1(f) gemif Induktionsvorausset-
zung einer Multiplikation mit —1 entspricht und das gesamte Diagramm kom-
mutiert, entspricht auch H, (f) der Multiplikation mit —1. O
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Korollar 10.13. Die Antipodenabbildung a : S" — S”, a(z) := —z hat
Abbildungsgrad deg(a) = (—1)"+1.

Beweis. a ist die Komposition von n + 1 Abbildungen wie in 10.12, woraus die
Aussage wegen 10.11 folgt. O

Proposition 10.14. Sei f : S* — S™ eine stetige Abbildung ohne Fixpunkt.
Dann ist f ~ a und es gilt deg(f) = deg(a) = (—1)"*1.

Beweis. Die zweite Aussage ist nur eine Anwendung von 10.11, wir zeigen also
f =~ a. Betrachte dazu H : S” x I — S”, gegeben durch

(-8 fl@)—t-a
0=t fl@)—t-a]

Dies ist wohldefiniert, da aus f(z) # x wegen ||z|| = 1 = || f(z)]|| folgt, dass fiir
alle t € ]0,1[ auch f(z) # 15 - « ist, demnach also ||(1 —¢t) f(z) — tz|| # O fiir
alle .

Es gilt auch H(x,1) = —x = a(x) und wegen ||f(z)|| = 1 ist H(z,0) = f(z),
womit also H die gesuchte Homotopie ist. O

H(x,t):

Korollar 10.15. Sei f : S™ — S™ eine stetige Abbildung ohne Antipodenpunkt,
d.h. ¥z € S": f(x) # —x. Dann ist f ~id und deg(f) = 1.

Beweis. Gemif 10.14 ist a o f ~ a, da a o f fixpunktfrei ist. O

Korollar 10.16. Fiir gerades n hat jede stetige Abbildung f : S™ — S™ einen
Fizpunkt oder einen Antipodenpunkt.

Beweis. Hétte f weder Fix— noch Antipodenpunkt, so wiire geméfl 10.14 und
10.15 die unmogliche Identitiit —1 = (—1)""1 = deg(f) = 1 gelten. O

Auf jeder glatten Mannigfaltigkeit gibt es das sogenannte Tangentialbiindel
7w : TM — M, wobei m=!(m) fiir alle m € M ein Vektorraum der Dimension
dim(M) ist, der dem Tangentialraum am Punkt m entspricht. Ein tangentiales
Vektorfeld ist ein Schnitt von w. Wir verwenden jedoch im Spezialfall M = S
die folgende, einfachere

Definition 10.17. Ein tangentiales Vektorfeld auf S™ ist eine stetige Ab-
bildung v : S* — R"*1 so dass fiir alle x € S gilt: (z,v(z)) = 0.

Proposition 10.18. 1. Fiir gerades n hat jedes tangentiale Vektorfeld auf
S™ eine Nullstelle.

2. Fiir ungerades n existieren Nullstellenfreie Vektorfelder auf S™.
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Beweis. Anhand des Beispiels
(xla L2,y T2m—1, me) > (%2, L1y T2m, 712m—1)

ist (2) leicht einzusehen, es bleibt also Aussage (1) zu zeigen.

Angenommen, es gibe ein Vektorfeld v : S* — R™*! ohne Nullstelle. Wir
behaupten nun, dass = — v(z)/||v(x)|| eine stetige Selbstabbildung der S™ oh-
ne Fix- oder Antipodenpunkt ist, was den gewiinschten Widerspruch zu 10.16
liefern wiirde. In der Tat folgt aus (v(z),z) = 0 sofort v(z) # +z. O

Proposition 10.19 (Hopsche Spurformel). Sei f : C — C' ein Morphismus in
Ch(Vectg ), wobei K ein Kérper sei. Dann gilt

Do(EDTTe(fy) =Y (<1)7-Tr (Hy (f))

qEZ qEZ
Beweis. Wir erinnern uns an die induzierten Abbildungen
Zq(f) + Z4(C) — Z,4(C) By(f) : B4(C) — B4(C)

aus 2.8. Da alle Objekte Vektorrdume sind, folgt aus Hy(C) = Z4(C)/By(C)
nun Z,(C) = B,(C) & H,(C), d.h.

Tr(Z4(f)) = Te(By(f)) ® Tr(Hy(f)). (17)

Auflerdem ist
0—— Z,(C)—— Cy —4y B,1(C)——0
eine keS, d.h. C; = im(d) @ ker(d) = B,—1 ® Z,. Daraus erhalten wir

Tr(fq) = Tr(Z4(f)) + Tr(Bg-1(f))- (18)

Aus (17) und (18) folgt dann

DD T(f) =) (F)T (Te(By(f) + Tr(By-1(f) + Te(Hy(f)))

qEZ qEZ

= (1) Te(Hy(f))

qEL

da die Terme (—1)9 - Tr(By(f)) und (—1)? - Tr(By—1(f)) eine Teleskopsumme
bilden. O

Theorem 10.20 (Lefschetzer Fixpunktsatz). Sei f : X — X eine stetige
Selbstabbildung eines Polyeders (siehe 1.4) ohne Fizpunkte. Dann gilt

Af) =30 (~1)7 T (Hy(f)) = 0.
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Beweisskizze. Wenn f keinen Fixpunkt hat, so wird jeder Punkt aus X durch
Anwendung von f um eine gewisse Distanz verschoben. Demnach kann man
eine Triangulierung von X wihlen, so dass o N f(o) = 0 fiir alle Simplizes o in
dieser Triangulierung - sofern f simplizial ist. Im Allgemeinen kann f bis auf
Homotopie zu einer simplizialen Abbildung abgeéindert werden.

Daraus folgt dann, dass Cy(f) als simplizialer Kettenkomplex Tr(C,(f)) =0
erfiillen muss und aus der Hopfschen Spurformel folgt dann A(f) = 0. O

Bemerkung 10.21.

1. Falls X ~ {«}, so gilt Hy(X) = Z und H,(X) = 0 fiir ¢ # 0. Daher ist
Tr(Hy(f)) = 4,0, woraus A(f) = 1 folgt. Also hat f einen Fixpunkt. Mit
anderen Worten, der Lefschetze Fixpunktsatz verallgemeinert den Brou-
werschen.

2. Die Umkehrung gilt allerdings nicht, betrachte z.B. X = S und f = id,
dann ist

Also ist A(f) =0, aber f hat Fixpunkte.
Theorem 10.22. Sei B = D" ein r-dimensionaler Ball und n > r.
1. Sei B — S™ eine Einbettung, dann ist

mem={ 5 10

Insbesondere ist S™ \ B wegzusammenhdngend.
2. Sein > 2 und B — R" eine Einbettung, dann ist

n -] Z ; 0<qg<n
mE\m={ 5 01

Insbesondere ist R™ \ B wegzusammenhdingend.

Beweis. Die Aussagen iiber den Weguzusammenhang folgen wegen 5.7, daher
beschrinken wir uns auf die Berechnung der Homologie. Fiir Teil 2 ist dies wegen
R™\ B ~ S"~! schon durch 10.1 geschehen.

Wir zeigen Aussage 1 durch vollstéindige Induktion nach r. Fiir r = 0 ist

S"\B~R"~ {x},

womit die Aussage gemifl 5.8 in diesem Fall korrekt ist. Sei also » > 1 und
g > 0. Sei weiter z € Z,(S™ \ B), wobei wir im Fall ¢ = 0 zusétzlich annehmen,
dass z = & — y fir z,y € S™ \ B ist (wir identifizieren 0-Simplizes mit ihrem
Bild).

Wir behaupten dann, z ist auch Rand. Es geniigt, diese Behauptung zu
verifizieren:
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Fall ¢ = 0: Behauptung < Fiir 0-Simplizes z,y ist + — y Rand < Forma-
le Summen ¢ = 37 n;jo; mit go(c) = 0 (siche 5.9) sind Rand < Es
ist ker(eg) = Bo(S™ \ B) < € ist Isomorphismus < S™ \ B wegzusam-
menhéngend < Hy(S"\ B) =Z < (1).

Fall ¢ > 0: Behauptung < Z,(S"\ B) = B¢(S"\ B) & H,(S"\ B) =0 < (1).

Nach Induktionsvoraussetzung gilt also die Behauptung insbesondere fiir
r — 1. Sei nun N
f:I'''x1——B

ein Homoomorphismus und By := f(I"~! x {t}) C B fiir t € I, insbesondere
also Cy(S™\ By) D Cy(S™\ B) > z. Da By ein Ball der Dimension r — 1 in S”
ist, existiert gem&f Behauptung ein b, € Cyq1(S™ \ B;) mit d(by) = z. Wire
by € Cy+1(S™\ B), so wiren wir fertig. Daher nehmen wir das Gegenteil an. Sei

weiterhin
by = 0 i ) Cc st
¢ an a]:Ujlm(aj)fS \ By
jEJ¢ N—_———
kompakt
da das Bild von o : Atqj; — S™\ B kompakt und J; eine endliche Menge von

Indizes ist. Da weiterhin B; abgeschlossen in S™ ist, existiert ein U; D By, offen
in S, mit der Eigenschaft, dass

U im(aj) N Ut = @
JjEJ:
Nun ist B N Uy offen in B, demnach ist f~1(B N U;) offen. Weiterhin ist
FHBAUY D f (B =1 x {1}

d.h. f7YBNU;) = 1"t x V, fiir geeignete offene Umgebungen V; von t € 1. Wir
wéhlen nun m € N so gro8, dass % kleiner als die Lebesgue-Zahl von { V; },;
ist. Dann gilt:

Vie{l,...om}:3t; €l: I; := [%, %] C Vi

Wir setzen nun

Qj = f(I[T71 X I]) Cc BN Utj - Utj-

Dann ist insbesondere b; := b;; € Cyq1(S™\Uy,;) C Cqy1(S™\ Q;) mit d(b;) = 2.
Mit anderen Worten, wir haben eine Uberdeckung durch abgeschlossene
Mengen

B = Um ) Q; mit bj € Cqy1(S™\ Qj), so dass d(b;) = z. (19)
=
Es gilt also, ein Element

be Oq+1(Sn\B) = C’q-&-l (Sn \ (Ql Uu...u Qm))
=Cu1 ((S"\ Q1) N...N(S"\ Qm))
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zu finden mit d(b) = z. Per Induktion geniigt es jedoch nun, ein

be Corr ((S"\ Q1) U (S"\ Q2))

mit dieser Eigenschaft zu finden. Wir setzen dann X; := S™ \ Q; und erhalten
wegen

QuNQe = f (I x [0, )N f (7 x [, 7]) = fF (T x {5}) = Bi/m
eine offene Uberdeckung
X1 UXo :Sn\(QlﬁQg) :Sn\Bl/m. (20)

Wir betrachten dann den folgenden Ausschnitt aus der zugehorigen Mayer-
Vietoris-Sequenz:

s Hy 1 (X1 UXy) — Hy(X, N Xy) = Hy(X) @ Hy(Xs) — ...

Es ist [2] € Hy(S™\ B) C H,(X1 N X2) und unter ¢ (siche 8.5) wird [z]
abgebildet auf 0, da z € By(X3) und z € By(Xs2) gemiB (19). AuBerdem ist
aber Hy11(X7 U X2) = 0 nach Induktionsvoraussetzung und (20). Also ist ¢
injektiv und wir wissen z € By(X; N X»), was gerade zu zeigen war. O

Theorem 10.23. Sei S =S" eine r-dimensionale Sphéire und n > max{r,1}.
1. Sei S — S™ eine FEinbettung, dann ist

Z@Z ; r=n—1,4¢q=0
H,(S"\ S) = Z ;o r<n—1,qge{0,n—r—-1}
0 ;  sonst

2. Sei S — R" eine Finbettung, dann ist

Z®Z ; q=0,r=n-—1

n ~ Z i g=r=n-—1
Hy(R"\ 5) = Z ; r<n—1,¢e{0,r—n—-1}
0 ;  sonst

Beweis von 1. Der Fall r = 0 folgt aus 10.1 wegen S”\ S ~ S"~!. Wir verwenden
dies als Induktionsverankerung fiir eine Induktion nach r, sei also » > 1 und
f:S" =5 S ein Homomorphismus. Wir definieren

D* = {(x0,...,2,) €S"|0< £z} C S,

die obere bzw. untere Halbkugel. Wir setzen dann B* := f(D%) und erhalten
damit T := BT N B~ =2 S"~1. Setze 7/ := r — 1. Wir unterscheiden nun zwei
Fiille.
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Fall 1 (¢ > 1): Aufgrund von 10.22 Teil 1 ist nun
Hy1(S"\ BY) & Hgy1(S" \ B7) = 0 = Hy(S" \ BY) @ Hy(S" \ B7).

Mayer-Vietoris (8.5) fiir S* \ 7' = (S™\ B*) U (S™ \ B™) liefert daher die
exakte Sequenz

0 — Hy1(S"\ T) —— Hy(S"\ §) — 0.
Firr <n-—1istauchr’ <n—1und aus ¢g =n —r — 1 folgt
g+l=n—r=n—1r"-1,

womit die Aussage nun direkt aus der Induktionsvoraussetzung folgt. Man
bemerke an dieser Stelle, dass ausr =n—1und ¢ = n—r—1 sofort g =0
folgern wiirde, wonach also dieser Fall nicht eintreten kann.

Fall 2 (¢ = 0): Wir wenden erneut Mayer-Vietoris an, erhalten diesmal jedoch
die Sequenz

0 Hy(S"\T)
/

( 15}

Ho(S™\ §) —— Ho(S" \ BY) @ Ho(S* \ B~) -5 Ho(S" \ T) — 0

s e ~\¢

Z = {(a,a)} = ker(m) A=Y/ Z

m:(a,b)—a—b

wobei ¢ durch 10.22 gegeben ist und 1 nach Induktionsvoraussetzung, da
in jedem Fall 7/ < n — 1 ist. Es gibt nun noch zwei Félle zu kliren:

Fall 2.1 (r < n —1). Dies bedeutet " < n — 2 und somit insbesondere

g =1 < n—17r" —1, damit ist also nach Induktionsvoraussetzung
Hy,(S™\ T) = 0. Damit ist

Ho(S™\ S) 2 im(i) & ker(j) = ker(m) = Z.

Fall 2.2 (r =n—1). Wir haben nun ¢ =1 =n —r =n —r’ — 1, nach
Induktionsvoraussetzung also Hy (S™\T') & Z. Wir erhalten also eine
keS

0—Z— Hy(S"\ S) - im(:) = ker(r) — 0
%)

und daher Hy(S"\ S) 2 Z & Z.

Wer eine genauere Begriindung hierfiir sucht, greife vor nach 13.9
und 13.10 und folgere aus der Projektivitdt von Z, dass die obige
Sequenz spaltet. O
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Korollar 10.24 (Jordan-Brouwerscher Separationssatz). Sei S" =2 § — S"
bzw. S" = § — R™ eine Inklusion.

1. Istr <n—1, so ist S\ S bzw. R™\ S zusammenhdingend.

2. Ist v =n—1, so besteht S*\ S bzw. R™ \ S aus genau zwei Zusammen-
hangskomponenten.

Beweis. Folgt sofort aus 10.23 und 5.10. O

Theorem 10.25 (Invarianz des Gebiets). Seien X,Y C R™ unterriume mit
X 2Y und X offen. Dann ist auch Y offen in R™.

Beweis. Sei y € Y und
f: X ——Y

ein Homdomorphismus. Wir wihlen § > 0, so dass B := Bs(f~'(y)) C X.
Aufgrund der Topologie des R ist dies moglich, da X offen ist. Es gilt

R\ f(0B) = (R"\ f(B)) U(f(B)\ f(0B)) = (R"\ f(B))U f(B°)

wobei R™\ f(B) gemif} 10.22 Teil 2 und f(B°) offensichtlicherweise wegzusam-
menhéngend sind. Demnach sind diese beiden gerade die Wegzusammenhangs-
komponenten von R™\ f(9B), welche es nach 10.23 Teil 2 geben muss.

Somit ist f(B°) offen in R™\ f(0B) und eine R™-Umgebung von y. O
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11 Zelluldre Homologie

7 A plague, on both your houses.*

Definition 11.1. Eine n-Zelle ist ein Raum e mit e =2 ]IO])" Wenn B C X eine
abgeschlossene Inklusion ist, so entsteht X aus B durch Ankleben von
n-Zellen {e} },_;, falls

1. Vi e I:3e? C X, so dass mit del’ := BNep gilt: el = el \ de?.

2. X =BUU;e e
3. Esist ef Nel =0 fiir i # j.
4. Fiir alle ¢ € I existiert eine stetige Abbildung

fi: (D", 8" — (e}, 0ey)

welche ein relativer Homdomorphismus ist, d.h. die Einschrénkung auf
D" = D"\ S*! ist ein Homdomorphismus.

5. Z C X ist abgeschlossen < Z N B ist abgeschlossen in X und f;*(Z) ist
abgeschlossen in D™ fiir alle ¢ € 1.

Die Einschriinkung f;|gn-1: heifit Verklebeabbildung der Zelle €. Mit anderen
Worten,
X=BU||D" wobei f:[[s"' — B
7 H ! H 7
iel el
die von den f; induzierte Abbildung ist.

Definition 11.2. Ein relativer Zellenkomplex (X, A) ist ein topologischer
Hausdorffraum X mit A abgeschlossen und einer Folge abgeschlossener Un-
terrdume

A=X'1cX'cXxlc...cx"lcX"c...CcX,
so dass die folgenden Eigenschaften gelten:
1. X* entsteht aus X*~! durch Ankleben von k-Zellen (siehe 11.1).
2. Esist X =Uys_y X,
3. Z C X ist abgeschlossen < Z N X* ist abgeschlossen fiir alle k > —1.

Ist A =0, so heiit X ein Zellenkomplex. Wir nennen X" das n-Geriist oder
n-Skelett von X.

Falls X™ = X und n minimal mit dieser Eigenschaft ist, so heifit X ein
n-dimensionaler Zellenkomplex und wir schreiben dim(X) := n. Falls kein
solches n existiert setzen wir formal dim(X) := co. Wurden nur endlich viele
Zellen angeklebt, so heifit X endlicher Zellenkomplex.
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Definition 11.3. ein CW-Komplex X ist ein Zellenkomplex X, so dass
zusétzlich folgendes gilt:

(C) Jede abgeschlossene Zelle trifft das Innere endlich vieler anderen Zellen.

(W) Z C X ist abgeschlossen genau dann, wenn Z N & abgeschlossen ist fiir
jede abgeschlossene Zelle e.

Bemerkung. Diese Abkiirzung steht fiir closure finiteness und weak topology.

Bemerkung 11.4. Die Bedingungen (C) und (W) folgen bereits aus Definition
11.1 und 11.2, indem man induktiv zeigt, dass sie fiir jedes X" gelten. Falls dann
dim(X) = oo, so verwendet man 11.2, 3. Diese Bedingung ldsst sich auch als

X = colim X"

n—oo
formulieren, wobei hier der Colimes in Top gemeint ist.

Die reellen und komplexen projektiven Rdume sind endliche CW-Komplexe,
wie wir gleich sehen werden. Sei im Folgenden immer K € {R, C}. Wir setzen
dann d := dimg(K) € {1,2} und

KP" :=P"(K) := (K"*'\ {0}) / ~ wobei Va € K, x e K" : x ~ v - x

der n-dimensionale projektive Raum, der Raum der Ursprungsgeraden im
K"*1. Wir schreiben [zo : ... : x,] fiir die Aquivalenzklasse eines Punkts
(zo,...,m,) € K"\ {0} unter ~.

Es ist RP" 2 §"/(—x ~ z), insbesondere RP* 2 S!/(—2 ~ z) 2 S'. Damit
ist RP" als Quotient eines kompakten Raums kompakt. Dariiber hinaus ist der
reell-projektive Raum eine Mannigfaltigkeit. Um dies einzusehen, w&hlt man
Karten, die nicht zwei gegeniiberliegende Punkte enthalten. Analog gilt fiir CP™:

(aﬁo,...,xn) Cntl \{0}(;\82“+1
T | S
[Xo: ... xp] P™(C)

wobei 7 die kanonische Projektion ist. Damit sind sowohl 7 als auch 7 stetig.
Daher ist auch CP" kompakt, da S?*+! es ist.

Proposition 11.5. Die stetige Abbildung
foD S ) sz — [z . im0 1 ||| € (KP™, KP™ )

ist ein relativer Homdoomorphismus. Mit anderen Worten, der KP™ entsteht aus
dem KP" ™ durch Ankleben einer dn-Zelle.
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Beweis. Zunéchst ist

j: (KP"\KP*') = Knr=x=D

. . Zo ZTn—1
[Xo:...ixp] — (gj",..., w”)

ein Hom6éomorphismus, da

h: K* — (KP"\KP"')

r o [x1i...oimp ]

ein stetiges Inverses zu j definiert. Also unterscheiden sich KP™ und KP" ™! um
eine offene dn-Zelle. Wir haben nun die folgende Situation:

° f
K" >~ Dnd _ ]K]P)n

|

KP" \ KP" ! —— K"

wobei wir mit f hier auch die Einschriinkung auf D"¢ = D"4 \ S"?~1 bezeich-
nen und f von f induziert wird, da KP" ! nicht im Bild der eingeschriankten

Abbildung liegt.
Nun ist j o f der Homéomorphismus x — m - mit dem Inversen

1
Yr— —— Y.
L+ ]yl

Also ist zwangsléufig auch f ein Homoomorphismus - was nichts weiter bedeutet,
als dass f ein relativer Homéomorphismus ist. O

Korollar 11.6. Der KP" ist ein CW-Komplex mit je einer Zelle in Dimension
0,d,2d, ..., (n—1)d, nd. O

Bemerkung. Die Zellzerlegung der projektiven Rdume schreibt man oft als

RP" =egUe U...Ue, bzw.
CP" =egUegU...Ueay,.

Definition 11.7. Sei Xein CW-Komplex und A C X eine abgeschlossene Teil-
menge, welche die Vereinigung von Zellen aus X ist - mit anderen Worten, A ist
selbst ein CW-Komplex - dann nennen wir das Raumpaar (X, A) ein CW-Paar.

Proposition 11.8. Jeder kompakte Unterraum K C X eines CW-Komplezes
X trifft nur das Innere von endlich vielen Zellen. Insbesondere ist K Unterraum
eines endlichen CW-Komplezes.
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Beweis. Sicherlich ist jeder Punkt z € K in einer offenen Zelle e(x) enthalten.
Die offene Uberdeckung K = J, - e(2) hat dann eine endliche Teiliiberdeckung
K= U:Zl e; durch offene Zellen, da K kompakt ist. Wir behaupten nun, dass
K das Innere keiner anderen offenen Zelle trifft. Angenommen also, es gibe ein
y € K und eine Zelle e ¢ {e; | 1 <i <r} mit y € e. Es existiert weiterhin ein
J, so dass y € e;, demnach also y € e Ne;. Dies ist aber unméglich, da offene
Zellen gemif Definition disjunkt sind. O

Proposition 11.9. Zu jedem CW-Paar (X, A) gibt es eine offene Umgebung
U2 Ain X, so dass A ein strenger Deformationsretrakt von U ist.

Beweis. Wir verweisen auf [SZ, 4.3.2]. O

Proposition-Definition 11.10. Sei X ein topologischer Raum und xzy € X
ein beliebiger Punkt. Wir definieren die reduzierte Homologie von (X, z)
als Ho(X) := He(X,z0). Es gilt nun

1. Hy(X) = Hy(X)®Hs({x0}) und H,(X) ist bis auf Isomorphie unabhéingig
von der Wahl des Punkes x.

2. Sei A C U C X mit A abgeschlossen und U offen, so dass A strenger
Deformationsretrakt von U ist. Dann gilt He(X, A) & H(X/A).

Bemerkung. Daraus folgt mit 11.9 fiir jedes CW-Paar (X, A) und ¢ > 0
Hy(X, A) = Hy(X/A) = Hy(X/A).

Beweis. Zum Beweis von 1 betrachten wir die lange exakte Sequenz des Raum-
paares (X, xg):

Tq ~ 0,

s Hy({mo}) — Hy(X) — H,(X) —— Hy1({z0}) —— -

Fir ¢ > 2 ist, nach 5.8, Hy({zo}) = Hy—1({zo}) = 0 und somit die Aussage
klar. Im Fall ¢ = 0 miissen wir nur zeigen, dass ¢q injektiv ist, da die keS

0 —— Ho({zo}) —— Ho(X) —» Hy(X) ——0
dann spaltet. Dazu betrachten wir

Co(0) = Z[wo] —2s Cp(X) = Z[X]

o b

H()({E()) L40) H()(X)

wobei i(n - xg) = n - x¢ die von der Inklusion induzierte Abbildung im Grad 0
ist. Wie {iiblich identifizieren wir Punkte mit Abbildungen A(t)op — X. Es bleibt
noch Cy(X) = Zp(X) zu bemerken. Um nun zu verifizieren, dass ¢y injektiv ist,

68



geniigt zu zeigen, dass im(ig) N ker(p) = 0. Ist allerdings b € ker(p) = By(X),
S0 ist b = x1 — xo fiir zwei Punkte x1, x5 € X nach Definition des Differentials.
Andererseits ist im(ig) = Z-xp. Da alle Punkte (als Simplizes) linear unabhiingig
iiber Z in der freien abelschen Gruppe sind, ist die Aussage somit offenbar.

Fiir ¢ = 1 ist jedenfalls 7; injektiv. Nach der exakten Formel fiir 0 aus 2.15
lésst sich jedoch nachpriifen, dass 0 = 0: Man mache sich dazu klar, dass

Colzo) = Zlxo] — Z[X] = Cy(X)

n-rog = MN-Xo

die Inklusion im Grad q ist. Betrachte

Z[SY = C1(X) — C1(X)/C1(20) = Z[SY]/Zo)

Ja 0 |

Z[X] = Co(X) —"= Co(X)/Co(wo) = Z[X]/Z[o]

Es ist nun

d (ZZ niai) = ZZ n; (0;(1) —0;(0)) =0 = ci(n (Zl nim)) =0,

da z( linear unabhingig tiber Z ist. Wir konnen also als Urbild eines Zykels
[2] € C1(X,z0) unter 71 ein z € Z;(X) wiihlen, welches durch das Differential
in Co(X) auf 0 abgebildet wird. Aus der expliziten Formel folgt dann 0 = 0 und
somit, aufgrund der Exaktheit, die Surjektivitdt von 7.

[TODO: Teil 2 nach Aufgabe 7.2] O

Proposition-Definition 11.11. Sei X ein CW-Komplex. Dann gilt

75(n) i qg=n

Hq(Xn’Xn_l)g{ 0 : sonst

wobei k(n) := kx(n) die Anzahl an Zellen bezeichne, die an das (n — 1)-Skelett
angeklebt wurden, um X" zu erhalten.

Beweis. Fiir n = 0 folgt die Aussage aus 5.8, da X eine disjunkte Vereinigung
einzelner Punkte ist (x(0) an der Zahl) und X ! = () gemiB Definition. Sei nun
n # 0. Ist ¢ > 0, so liefert uns eine Anwendung von 8.5 die Identitéit

H,(S"V §") = H,(S") & H,(S").
Somit ist gem&f 11.10

Kk(n) Kr(n)
Hy (X", X" = Hy(X" /X" = Hy |\ 8™ ) = (D) H,(S"),
i=1 i=1

woraus sich die Aussage mittels 10.1 nun einfach ablesen lisst.
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Es bleibt also der Fall ¢ = 0 fiir n # 0 zu diskutieren. Betrachte folgenden
Ausschnitt der langen exakte Sequenz des Raumpaars (X"~1, X"):

Ho(X"™1) —— Ho(X") — Ho(X", X" ) ——0

Es geniigt also zu zeigen, dass ¢ surjektiv ist, da dann aufgrund der Exaktheit
Ho(X™, X"~ 1) = 0 folgt. Betrachte dazu

Co(X71) 1 Cp(X™)

oo l

Ho(X"1) —— Ho(X™)

Sei a = g(x) € Ho(X™). Wir konstruieren nun ein Urbild von z unter i: Dies
zeigt dann, dass qoi = top surjektiv ist. Ist aber top surjektiv, so ist insbesondere
auch ¢ surjektiv.

Es geniigt, dies fiir den Fall zu zeigen, dass € X™ ein einzelner Punkt ist: Ist
néamlich & Linearkombination von Punkten, so hétte unter dieser Voraussetzung
jeder dieser Punkte ein Urbild unter ¢, und ¢ ist Z-linear.

Wenn z € X"~ ! C X" ist, so haben wir bereits ein Urbild gefunden. An-
dernfalls wéhlen wir einen Weg A : Af, =T — X" von y € X"~! nach z und
erhalten ¢(y) = q(y +« — x) = ¢(z) da y — « Rand (von \) ist. Wir ersetzen
also x durch y und sind fertig. O

Korollar 11.12. Sei X ein CW-Komplez. Fiir jedes q induziert dann die In-
klusion X7 — X einen Epimorphismus Hq(X?) — Hy(X) und einen Isomor-
phismus Hy(X91) = H, (X).

Beweis. Nach Voraussetzung ist (X"*!, X™) ein Raumpaar. Die zugehorige lan-
ge exakte Sequenz ist

s Hy g (XL X)) — Ho(X™) — Hy(X™ ) — Hy (X" X™) — - -
und nach 11.11 gilt

Hyp (X" X™) =0 falls g+1#n+1eq#n,
H, (X", X") =0 falls q#n+1.

Daraus folgt wegen der Exaktheit H,(X™) 2 H (X" 1), falls sowohl ¢ # n als
auch ¢ # n + 1. Ist X endlich-dimensional, so gilt also

Hy(XTH) 2 Hy(X742) 2 . 2 H,(X5"09) = H,(X),

Falls lediglich ¢ # n + 1, so erhalten wir die entsprechende Aussage fiir Sur-
jektionen anstelle von Isomorphismen. Falls X nicht endlich-dimensional ist,

verwendet man erneut, dass Homologie und Kolimes vertauschen, i.e.
H,(X) = H, (colim X™) = colim H,(X"). O
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Korollar 11.13. Sei X ein CW-Komplex. Aus kx(q) = 0 folgt Hy(X) = 0.
Insbesondere gilt
g >dim(X) = Hy(X)=0.

Beweis. Wir haben in 11.12 schon etabliert, dass H,(X") & H,(X"*1), falls
q ¢ {n,n+1}. Danun X9 = X971 liefert

1%

Hy(X9) = Hy(XT) 2 Hy(X972) 2. 2 H,(X°) 2 H,(X ") = 0
die Aussage. O

Proposition-Definition 11.14. Fiir jeden CW-Komplex X sei
ZSW(X) := H, (X", X" 1)

die geméifl 11.11 frei abelsch von den n-Zellen erzeugte Gruppe. Diese heifit auch
die n-te zellulire Kettengruppe.

Wir betrachten nun den folgenden Zusammenschnitt der langen exakten Se-
quenzen der Raumpaare (X", X™), (X", X"~ 1) und (X1, X" 2):

Hn(Xn—l)
671, 1
o — Hppg (XH X)) 25 H (X)) ————— Hp (X)) ——— -
© Pn
Aot
Hn(X",anl)
dn
On
O
o — anl(Xn_2> _— anl(Xn_l) — anl(Xn_17Xn_2) —y e

und definieren ein Differential d,11 := pp © 0n4+1. Man kann am obigen Dia-
gramm direkt ablesen, dass die zelluliren Kettengruppen dadurch zu einem
Kettenkomplex werden. Dies ermdéglicht uns nun die folgende O

Definition 11.15 (Zelluldre Homologie). Fiir einen CW-Komplex X heifit
HOW(X) = H, (20V(X), d)

die zelluldre Homologie von X.
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Theorem 11.16. Sei X ein beliebiger CW-Komplex. Dann induziert die Ab-
bildung p: He(X) — ZSW(X) einen Isomorphismus

Ho(X) —— HEV(X).

Bemerkung. Hierbei ist p, die Abbildung aus der langen exakte Sequenz des
Raumpaars (X", X"~ 1), wie in 11.14. Es erweist sich als iiberaus niitzlich, den
Beweisverlauf in dem dort angezeigten Diagramm nachzuvollziehen.

Beweis. Gemifl 11.13 ist H, (X" 1) = 0, also p, injektiv. Daraus folgt nun,
dass
ker(d,) = ker(p,—_1 0 é,) = ker(d,) = im(py,)

Geméf 11.12 ist 4, : H,(X™) = H,(X) aus der langen exakten Sequenz des
Raumpaares (X, X™) ein Epimorphismus. Betrachten wir dann den folgenden
Ausschnitt besagter Sequenz,

Ont1

e S Hp (X, X7 Ho(X™) —2 Hy(X) —— -+

) O
Jnt1
On+1

Hppq (X™H X™)

so existiert das eingezeichnete kommutative Dreieck aufgrund der Natiirlichkeit
der langen Exakten Sequenz (siehe auch [NIK, 1.4]). Wir behaupten nun, dass
Jn+1 surjektiv ist: Dann némlich ist

im(dn 1) = p(im(d,41)) = im(6nt1) = p(ker(in)),
woraus mit unseren anderen Voriiberlegungen zusammen folgt, dass

ker(d,, im(py, H, (X"
HSW(X) = - er( ) _ lm(p ) o~ ( . ) ~ Hn(X)
im(dpt+1)  pn(ker(in))  ker(iy)
Es geniigt also die Surjektivitat von j, 41 zu zeigen. Wir betrachten zunéchst un-
ter Anwendung von 11.12 die lange exakte Sequenz des Raumpaares (X, X" +1)

o Hy (X)) —— Hy 1 (X) —— Hyp (X, X7

J
e

H,L(X"+1) li» Hn(X) - ...

um zu folgern, dass H,1(X, X" ™) = 0. Daraus ergibt sich die Aussage, in-
dem wir den passenden Ausschnitt in der langen exakte Sequenz des Tripels
(X, X"+ X™) betrachten (siehe auch [NIK, 2.5]):

Jn41

v Hp o (X" X™) == Hyp 1 (X, X™) —— Hp oy (X, X)) =0

O
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Korollar 11.17. Sei X ein CW-Komplex.
1. Ist dim(X) = n < oo, so gilt fir alle ¢ > n, dass Hy(X) = 0.
2. Ist X kompakt, so ist He(X) endlich erzeugt.

Beweis. Die erste Aussage ist offensichtlich, die zweite folgt, da X gem&fl 11.8
endlich ist. O

Beispiel 11.18. Die Homologie des Komplex-Projektiven Raums ist

Z

n ; €{0,2,4,...,2n
Hq((CIP’):{O g€ }

;  sonst

Dies ist offensichtlich, da CP" ein CW-Komplex mit genau einer Zelle in jeder
"geraden“ Dimension ist.

Bemerkung 11.19. Man kann auch zeigen, dass die Homologie des Reell-
Projektiven Raums gegeben ist als

Y/ ;7 q=0
7 ;¢ = n ungerade

Z/(2) ; qungerade, 0<g<n
0 sonst

H,(RP") =

Der tapfere Leser moge sich fiir einen Beweis an [SZ, 9.9.14] wenden.
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12 Homologie mit Koeffizienten

Es gibt nicht nur den einen Ring.

Definition 12.1. Sei X ein topologischer Raum, R ein beliebiger kommutativer
Ring mit Eins. Dann setzen wir

Cu(X,R) := N (R[S(X)]) Ho(X,R) := Hy(Cs(X, R))

den singuliren Kettenkomplex von X mit Koeffizienten in R bzw. die
n-te Homologiegruppe von X mit Koeffizienten in R.

Alles, was bisher fiir Ho( - ) = Ho( - ,Z) galt, gilt auch fiir He( -, R). Insbe-
sondere Homotopieinvarianz, Ausschneidung, Mayer-Vietoris, etcetera. Dies ist
banal, da wir auf die speziellen Eigenschaften von Z als Koeffizientenring nie
eingegangen sind.
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13 Tor und andere Linksderivierte
Alles spaltet, alles ist frei.

Sei R ein kommutativer Ring und M ein R-Modul. Dann wird das Tensor-
produkt zu einem Funktor () ® g M : Modr =% Ab durch

L——L®r M

fl —m— | f®id

N+——>NQ®rM

Ist A eine kommutative R-Algebra, d.h. ¢ : R — A ein Homomorphismus
kommutativer Ringe, so ist () ® g A ein Funktor Modr = Mod 4.

Definition 13.1. Seien A und B kommutative Ringe.

1. Ein Funktor F': Modpg = Mod 4 heifit additiv, falls F fiir alle Objekte
M, N € Ob(Modp) einen Homomorphismus

HomModB (M, N) — HomModA(F(M),F(N))

von abelschen Gruppen induziert.

2. Ein additiver Funktor heifit linksexakt, wenn er fiir jede Abbildung f :
M — N in Modp die eindeutige (siehe 2.2, 1) Abbildung & in

ker(F(f)) —— F(M) —2, p()

ein Isomorphismus h : F(ker(f)) — ker(F(f)) ist.

3. F heifit rechtsexakt, falls die dual zu 2 dquivalent induzierte Abbildung
coker(F(f)) — F(coker(f)) ein Isomorphismus ist.

4. F heifit exakt, falls er links— und rechtsexakt ist.

Bemerkung. Linksexakte Funktoren erhalten Injektionen, rechtsexakte Funkto-
ren erhalten Surjektionen. Die Definition additiver Funktoren gilt allgemeiner
fiir additive Kategorien. Die Definition von links— oder rechtsexakten Funktoren
ebenso.
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Beispiel 13.2. Sei M ein R-Modul Die Funktoren

1. (()®r M : Modr = Ab

2. M ®g(-): Modgr = Ab

3. Hom( -, M) : Mody® = Ab

4. Hom(M, -): Modgr = Ab
sind alle additiv. Der Beweis sei dem fleiffigen Leser als Ubung iiberlassen.
Fakt 13.3. Sei F' ein additiver Funktor. Dann gilt:

1. Es ist F(0) =0 (sowohl fir 0-Morphismen als auch fir 0-Objekte).

2. F erhdlt direkte Summen, d.h. es existiert ein kanonischer Isomorphismus
FMe& N)X F(M)® F(N).

Beweis. Die erste Aussage folgt fiir Morphismen direkt aus der Definition und
fiir 0-Objekte aus der zweiten Aussage, denn

F(0)=F(0®0)=F(0)® F(0).
Wenn wir nun ein Objekt T' der Zielkategorie haben und

F(0)=0

F(0) F(0) F(0)
\ : !ﬂh/
0 . 0
T

so besagt die universelle Eigenschaft des Biprodukts F'(0) = F(0) @ F(0), dass
genau ein morphismus h mit der Eigenschaft existiert, dass obiges Diagramm
kommutiert. Diese Eigenschaft besitzt jeder Morphismus F'(0) — T, also exis-
tiert nur ein solcher Morphismus - fiir beliebiges T'. Also ist F'(0) ein Initialobjekt
und damit Nullobjekt.

Wir beweisen nun, dass I’ Biprodukte erhélt. Betrachte dazu das folgende

Diagramm:
F(M®N)
Fp) y o w Plq)
|1

F(M) Blla F(N)

N I j
: \ i i
F(M)® F(N)

Hier sind p, ¢ die Projektionen und i, j die Inklusionen von M & N, dementspre-
chend sind p, ¢ die Projektionen und %, j die Inklusionen von F'(M) & F(N).

N
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Gemif der universeellen Eigenschaft von Produkt und Koprodukt erhalten
wir dann eindeutige Abbildungen

a:F(IM)® F(N) - F(IM®N)und g: F(M®N) - F(M)® F(N)
so dass die folgenden Beziehungen gelten:
Fi)=aoi und F(j)=aoj,
sowie F(p)=pop und F(q)=gop.

Aufgrund der Eindeutigkeit kénnen wir dann die Abbildungen sogar konkret
angeben:

a=F(j)og+F(i)op B=ioF(p)+]joF(q).

Zum Beweis dieser Formeln miissen wir nur priifen, dass diese Definition die
oben genannten Beziehungen erfiillen:

aoi=F(j)ogoi+ F(i)opoi=F(j)o0+ F(i)oid = F(i)
poB=poioF(p)+GojoF(q)=idoF(p)+00F(q) =F(p)

und dquivalent fiir a o j bzw. § o 3. Durch diese expliziten Formeln ist es nun
leicht, zu priifen, dass « und (8 zueinander invers sind:

wobei wir ganz zum Schluss einmal Additivitdt des Funktors verwenden mussten
und die Tatsache, dass fiir die Inklusionen und Prokektionen von Biprodukten
die Beziehungen ¢i = pj = 0, ¢j = pi = id und ip + jq = id gelten. O

Proposition 13.4. Sei F': Modg = Mod4 ein additiver Funktor.
1. F ist linksexakt genau dann, wenn fir alle exakten Sequenzen

L

0 K M—15 N in Mody

die entsprechende Sequenz

00— F(K)

ebenfalls exakt ist.
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2. F ist rechtsexakt genau dann, wenn fir alle exakten Sequenzen

g ™

M N C 0 in Modpg

die entsprechende Sequenz

F(M) F(g)

F(C) 0 in Mody4
ebenfalls exakt ist.
8. F ist exakt genau dann, wenn fir alle kurzen exakten Sequenzen

0 Lt —LuN 0 in Modp

auch die entsprechende kurze Sequenz

F(f)

F(N)——0 in Mod4
exakt ist.

Beweis. Die ersten beiden Aussagen folgen direkt aus Definition 13.1 wegen
K = ker(f) bzw. C = coker(g). Wir beweisen daher nur die letzte Aussage.
Notwendigkeit folgt aus den ersten beiden Aussagen, da F' insbesondere rechts—
und linksexakt ist. Es geniigt also, zu zeigen, dass das Kriterium auch hinrei-
chend ist.

Angenommen also, I’ bildet jede keS wieder auf eine keS ab. Betrachte dann
zunichst das folgende Diagramm:

0 ker(f) LM ! N 2 coker(f)

L o
im(f)

0

Es enthélt die kurzen exakten Sequenzen

0 — ker(f) = M — im(f) — 0 und 0 — im(f) — N — coker(f) — O.

Da F diese erhilt, erhalten wir das Diagramm

0 —— Fker(f)) — F(M) F(N)

F(ﬂ')l O F(i)
F(im(f))
mit F(i) injektiv und somit

im(F(¢)) = ker(F(n)) = ker(F'(7) o F(i)) = ker(F(f)).

F(f)
—

Durch ein duales Argument zeigt man, dass F' auch Cokerne erhilt. O
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Proposition 13.5. Der Funktor M ®g (-) : Modgr = Ab ist rechtsezakt.

Beweis. Betrachte eine exakte Sequenz

N LN N 0.

Sei 2’/ € N” und y € M. Es existiert dann ein x € N mit ¢(z) =z, d.h.

id
y®x&y®x”.

Damit ist zumindest id ® v surjektiv. Es ist auch (id ® ¢) o (id ® ¢) = 0, da
o = 0. Es bleibt also zu zeigen, dass ker(id®1) C im(id® ) =: I. Betrachte
das folgende Diagramm:

M@ N’
id®ep
[/ M QRN u
o id®y 0]

Mo N« “aF coker(id ® ) (M®N)/I

Wir konstruieren nun ein
g: M@ N'"— (M®@N)/I

mit go f = id, um zu beweisen, dass f eine Injektion und damit ein Isomorphis-
mus ist. Daraus folgt dann

ker(id ® ¢) = ker(w) = I.

Definiere dazu g(y ® 2"’) := y @  wobei x € ¢»~!(2") beliebig gewiihlt ist. Um
einzusehen, dass dies Wohldefiniert ist, seien x1,75 € ¥~ (2”). Wir erhalten
dann z; — x5 € ker(¢) = im(y), etwa 1 — z2 = p(2’) und somit
YR =yz2+ @) =y@a2+y®p(a') =y zs.
——

0 mod I

Offensichtlich gilt dann

(gof)ly®z)=gyei() =y
womit also g o f =id und die Aussage bewiesen ist. O

Proposition 13.6. Der Funktor M ®g () : Mod, = Ab ist exakt falls M frei
iber R ist.
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Beweis. Sei M frei, etwa M = @, R. Dann ist

00— MN ——M@N——3MxN'—0

I [ [
L®iN/?®iN@4ﬂ»@iN,/

womit wir bereits fertig sind. O

Beispiel 13.7. Sei A ein kommutativer Integritatsbereich und S C A ei-
ne multiplikativ abgeschlossene Teilmenge. Dann ist (1) ® 4 Ag linksexakt, al-
so exakt. Mit anderen Worten, Lokalisieren ist exakt. Insbesondere ist damit
(1) ®4 Quot(A) exakt, etwa (1) ®z Q.

Wir bemerken an dieser Stelle noch, dass der Funktor (-) ®z Z/(n) im All-
gemeinen nicht exakt ist:

0 i = 7 L 7/ (n) 0

0——Z®Z/(n) —2>Z®L/(n) —— Z/(n) ® Z/(n) —— 0

Proposition 13.8. Die Funktoren

Homp(M, -): Modr = Ab
Hompg(-,M): Mody = Ab

sind linksezxakt.
Beweis. Betrachte die exakte Sequenz

O—)ker(g@)%K';)NLL.

Unter Hom(M, - ) erhalten wir die Sequenz

0 —— Hom(M, K) 24 Hom(M, N) 22 Hom(M, L) .

Nun ist fiir « € Hom (M, K) mit aor = 0 zwangsléufig o = 0, da ¢ injektiv ist. Ist
andererseits 8 € Hom(M, N) mit ¢ o f = 0, so erhalten wir geméf universeller
Eigenschaft des Kerns (siehe auch 2.2) eine Abbildung 3 : M — ker(¢) = K
mit ¢ o 3 = 3. Dies ist nichts weiter als Exaktheit bei Hom (M, N).

Wir betrachten nun das folgende Diagramm in Mod} :

op op
0 — ker(¢°P) ol N2,

welches einer exakten Sequenz

0 coker(p) 2 C «"— N,
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in Modpg entspricht.
Die Situation ist nun dual zum ersten Fall: Unter Hom( - , M) erhalten wir

0 —— Hom(C, M) -2 Hom(N, M) ~2°%s Hom(L, M) .

und fiir « € Hom(C, M) mit o o 7 = 0 folgt aufgrund der Surjektivitéit von
7 sofort @ = 0. Ist andererseits 3 € Hom(N,M) mit o = 0, so er-
halten wir aufgrund der Universellen Eigenschaft des Cokerns eine Abbildung

3 : coker(p) = C — M mit o = 3, was wiederum Exaktheit bei Hom (N, M)
entspricht. O

Proposition-Definition 13.9. Eine kurze exakte Sequenz

i p

0 M N C 0

in Modp heifit spaltend, falls eine der folgenden, dquivalenten Bedingungen
erfiillt ist:

1. Es gilt N 2 C' @& M mit p als Projektion des ersten Faktors M und i als
Inklusion des zweiten Faktors C.

2. Es existiert ein s : C' — M mit po s =id¢.
3. Es existiert ein £ : N — M mit ¢t o4 = id,y.

Bemerkung. Die Situation ist also die folgende
i P
t s
wobei wir sehen werden, dass der Isomorphismus N — C @ M durch p &t
gegeben ist, mit der inversen Abbildung s & i.
Beweis. (2 < 3): Sei zuniichst s die Abbildung gemif 2. Wegen
po(idy —sop)=p—p=0

erhalten wir eine vom Kern ker(p) = im(¢) induzierte Abbildung t' : N — im(%)
mit jot’ =idy — s o p, wobei

SRR

M%)im(i)l%N.

Dann setzen wir ¢ := 1! o ¢’. Damit erhalten wir jot 0i = i = j o und
aufgrund der Injektivitdt von j dann ¢’ o i = 9 bzw. t o i = id; wie gefordert.
Sei andererseits ¢ wie in 3 gegeben. Dann gilt dual

(idy —iot)oi=i—i=0
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und wir erhalten eine vom Cokern induzierte Abbildung s’ : coker(i) — N mit
s'oq=1idy — i ot, wobei wir

coker(7) — Z5 im(p)

Al

M N C
1)
im (i) ker(p)

betrachten. Auerdem ist ¢ : coker(i) 2 coker(j) = im(p) = C' ein kanonischer
Isomorphismus. Sei s := s’ 0 ¢!, dann folgt aus po s’ o ¢ = p = ¢ o ¢ aufgrund
der Surjektivitit von ¢ die Identitéit po s’ = ¢, bzw. po s = id¢.
Wir bemerken an dieser Stelle noch, dass beide Argumentationen das gleiche
Zwischenergebnis liefern:
sop = soplopog=soqg=idy—iot (21)
iot = joyoy tot' =jot' =idy—sop (22)
Wir wollen noch zeigen, dass 2 und 3 &quivalent zu Bedingung 1 sind. Mit
den Formeln

g=s®i:Ce&M — Nund f=pdt: N —CdM

kénnen wir unter Zuhilfename von (21) oder (22) zunichst leicht priifen, das f
und g Isomorphismen sind:

fog=(pos)® (toi)=idc ®idy =idcem
gof=(sop)+(iot)=id

Andererseits induziert aber auch jeder Isomorphismus dieser Form Morphismen
s und t mit den gewiinschten Eigenschaften. O

Proposition-Definition 13.10. Ein R-Modul P heifit projektiv, falls eine
der folgenden dquivalenten Bedingungen erfiillt ist:

1. Fiir beliebige R-Moduln B und C' mit Morphismen v : P — C und 7 :
B —» Cein §: P — B mit mo 8 = v existiert.

Als Diagramm:

2. P ist direkter Summand eines freien Moduls.
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Beweis. Sei F(P) der freie Modul erzeugt von Elementen in P. Dann existiert
ein Epimorphismus

m: FWM) — M
DM = DT Ty

welcher formale Linearkombinationen auf tatséchliche abbildet. Falls P projek-
tiv ist, haben wir also

Damit ist also die Sequenz

0 — ker(n) —— F(P) 4»<7FP*>0
B

gemif Bedingung 2 aus 13.9 spaltend und damit F'(P) = P & ker(w) direkter
Summand eines freien Moduls.

Sei umgekehrt P @& N frei. Wir wollen zeigen, dass P projektiv ist - seien
also die entsprechenden Moduln B, C' und Morphismen ~, 7 wie in Bedingung
1 gegeben. Sei weiterhin {e; | 7 € I } eine Basis von P ® N.

ip
PeN—_P
pr
] %
4
B——FC

I
I
s I

Es hat nun y(pp(e;)) ein Urbild b; unter 7 und wir definieren 3(e;) durch e; +— b;.
Diese Abbildung ist zwar nicht eindeutig, jedoch erzwungenermaflen linear mit

m(B(ei)) = m(bi) = v(pp(e:)).
Mit anderen Worten, yopp = mo3. Dann definieren wir 3 := Foip und erhalten
Tofl=mofoip=yoppoip=r
wie gewiinscht. O

Beispiel 13.11. 1. Uber Korpern ist jeder Modul frei, demnach also auch
projektiv. Dies gilt ebenso iiber Z. Dies ist im endlichen Fall offensichtlich
aufgrund des Klassifikationssatzes, da Z/(n) bereits direkter Summand
eines freien Moduls ist.

2. Das Ideal (3, vV—>5+ 2) CZ [\/—5 ist projektiv, aber nicht frei.
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3. Mit R = M, (k) ist k™ als Links— und Rechts—R—-Modul projektiv, aber
nicht frei.

Proposition-Definition 13.12. Ein R-Modul M heifit flach, wenn (-) @ g M
exakt ist. Projektvie Moduln sind flach.

Bemerkung. Wir haben in 13.6 bereits gesehen, dass freie Moduln flach sind.
Die Umkehrung gilt nicht — ist A nullteilerfrei, so ist Quot(A) ein flacher Modul,

welcher nicht projektiv, geschweige denn frei ist. Beispiel 13.7 zeigt, dass Z/(n)
als Z—Modul nicht flach ist.

Beweis. Ein projektiver Modul M ist Summand eines freien Moduls F', etwa
F =M @& N. Haben wir nun eine kurze exakte Sequenz

0 A——B——>C 0,
so bleibt geméf 13.5 noch zu zeigen, dass in
L®id s T®id s

0——AQp M ——— Bp M ——»CRr M ———0

die Abbildung ¢ ® idp; injektiv ist. Wir wissen aus 13.6 bereits, dass die Abbil-
dung
L®1dFA®RF%B®RF

injektiv ist. Damit folgt nun
a®@m eker(t®idy) = (t®idp)(a®@m) =(a) ®m = (t®@idp)(a®@m) =0
=a@mekert®idp) =0

womit die Aussage bewiesen ist. O

Problem. Sei F ein rechtsexakter Funktor, der nicht linksexakt ist. Wir fragen
uns nun, ob wir fiir eine gegebene, kurze exakte Sequenz

0 M’ M M" 0
die zugehorige Sequenz
FM)—FM)—— F(M")——0

als exakte Sequenz nach links verlingern kénnen. Zu diesem Zweck werden wir
Funktoren L, F fiir n > 0 konstruieren, so dass wir eine lange exakte Sequenz

- LoF(M') —— LyF(M) —— Ly F(M")
J
e
LiF(M') —— LiF(M) —— L1 F(M")
)
r

LoF(M') —— LoF(M) —— LoF(M") —— 0

erhalten, wobei LoF = F gilt. Die zentrale Idee ist die Folgende:
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Definition 13.13. Eine Auflésung von M ist eine exakte Sequenz

Py P Py M 0,

auch Py, — M geschrieben. Wir nennen P, — M eine projektive Auflésung
falls P; fiir alle 4 > 0 projektiv ist. P, bezeichnet in dieser Schreibweise den
Kettenkomplex

Py Py Py 0 0
mit P; im Grad 1.
Bemerkung. Wir werden L, F (M) := H,(F(P,)) definieren und fragen uns:
1. Existiert immer eine projektive Auflésung?
2. Ist L, F(M) unabhéngig von der Wahl einer solchen Auflgsung?

Lemma 13.14. Sei M ein R-Modul. Dann existiert eine projektive Auflésung
von M in Modg.

Beweis. Wir erinnern uns an den Beweis von 13.10. Es existiert immer ein Epi-
morphismus 7 : F(M) - M und F(M) ist als freier Modul insbesondere pro-
jektiv. Man erhélt nun induktiv

ker(mg) ———— Py := F(M) = M — 0

2
~
™1 //
~
—

ker(m) —— Py := F(ker(m))

2
—~
—
) —~
—
~
—

P2 = F(ker(m))

eine projektive Auflésung. O

Bemerkung. In anderen abelschen Kategorien gibt es nicht immer projektive
Auflésungen. Ein Beispiel ist die Kategorie der endlichen abelschen Gruppen.

Proposition 13.15. Sei P, — M eine projektive Auflosung und Qo — N
eine beliebige Aufliésung und f : M — N eine Abbildung von R-Moduln. Dann
existiert eine Kettenabbildung o : Py — Qe Uber f, d.h. folgendes Diagramm
kommutiert

P Py M 0

T
Q1 Qo N 0

und « ist eindeutig bis auf Kettenhomotopie.
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Beweis. Wir konstruieren « induktiv. Der induktionsanfang ist durch av_1 = f
und a_o = 0 gegeben. Betrachte dann:

d7}j+1 dr
Pn+1 Pn Pn,1
| /
3
I
| \
| im(d?, ) = ker(d?)
| |
| On41 | 3y Qpn Qp—1
| 4
\ n+1 = ker(d9)
I
\ / \
d,? d?
Qn+1 +1 Qn Qn—l

Wegen
dgoanoz'zocn_l0d50i=an_100=()

erhalten wir eine Abbildung v mit joy = a,, 0i nach universeller Eigenschaft des
Kerns. Da P, ;1 projektiv ist erhalten wir die Abbildung a1, die das gesamte
Diagramm kommutativ macht. Es bleibt noch die Eindeutigkeit von a zu zeigen.

Sei dazu B : Py — @, eine andere Kettenabbildung iiber f. Setze ¢ := a— 3.
Wir konstruieren dann eine Kettenhomotopie h,, : P, — Q41 induktiv. Da P
projektiv ist, erhalten wir

PO —>0
3ho // o
\(/ o h_1:=0
Q1 — Qo

als Induktionsanfang. Nun betrachten wir im Induktionsschritt das Diagramm

a2 ar ar_,
PnJrl P Pn 1 Pn72
w'n+1 th _ / PYn—1 Yn—2
P g / F hp—2
s
Qn+1 p ker(d ) " Qn Qn 1= Qn 1
N A
dyl

Nach Induktionsvoraussetzung haben wir dg ohy_ 1 =%n_1—hy_20 df_l. Nun
induziert der Morphismus

(b::wn*hn—lodﬁ:Pn*)Qn
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wegen

d2o0¢p=d? o, —d?oh,_io0d"
=dl oty — (Yn-1 —hn_podi_|)od
=d} oy, —p10d] =0

den Morphismus 7 : P, — ker(d?). Da P, projektiv ist, erhalten wir somit das
gewiinschte h,,, denn

dSHOhn:LOWOhn:Lovqu:wn—hn,l Odf.
Damit haben wir gezeigt, dass o ~, (. 0

Korollar 13.16. Jede projektive Auflosung Py — M st eindeutig bis auf Ket-
tenhomotopie.

Beweis. Seien P, und @, zwei projektive Auflésungen von M. Nach 13.15 exis-
tieren Kettenabbildungen o : Py — Qe und 38 : Q4 — P, iiber idy; : M — M.
Gemifl 13.15 ist jede Kettenabbildung P, — P, iiber id;; kettenhomotop
zu idp,, also zwangslidufig 0 o a ~ idp,. Symmetrisch-dquivalent erhalten wir
« o ﬁ ~ idQ.. U

Definition 13.17. Sei F' : Modg = Mod 4 ein rechtsexakter Funktor. Dann
definiert man die linksderivierten Funktoren von F' auf Objekten durch

L,F(M):= H,(F(P,)) fiir eine projektive Auflésung Py — M.

wobei F'(P,) die Anwendung des Funktors auf den gesamten Kettenkomplex P,
bezeichnet. Das Ergebnis ist wieder ein Kettenkomplex, da F' additiv ist.

Bemerkung. Wir haben gesehen, dass projektive Auflésungen in Modp immer
existieren und sich nur bis auf Kettenhomotopie unterscheiden, d.h. kanonisch-
isomorphe Homologien aufweisen.

Auf Morphismen M I, N verwenden wir 13.15, um L, F(f) := H,(F(«a)) zu
setzen, wobei a : Py — Q, fiir projektive Auflosungen Py, — M und Qe — N der
bis auf Kettenhomotpie eindeutige Morphismus iiber f ist. Der Ausdruck F(«)
ist hier natiirlich so zu verstehen, dass wir die Familie von Abbildungen {F(a,)}
aufgrund der Funktorialitidt von F' als Kettenabbildung F(a) : F(P.) — F(Q.)
verstehen.

Bemerkung. L, F' ist ein additiver Funktor. Da F' und H,, additiv sind, geniigt
es, nachzupriifen, dass die in 13.15 konstruierte Abbﬂdgng kompatibel mit der
abelschen Gruppenstruktur ist. Dies sei dem Leser als Ubung tiberlassen.
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Proposition 13.18. Esist LoF (M) = F(M) und fiir jede kurze exakte Sequenz

0 M’ M M 0
ezistiert eine lange exakte Sequenz
- —— L F(M') —— L1F(M) —— L F(M")
J

LoF(M') —— LoF(M) —— LoF(M") —— 0

Beweis. Sei P, — M eine projektive Auflosung. Da F' rechtsexakt ist, ist ins-
besondere die Sequenz

0

F(P) F(Py) ——» F(M) ——0
exakt. Daher ist
F(M) = coker(0) = F(Py)/im(0) = ker(0)/im(6) = Ho(F(P,)) = Lo F (M),

womit die erste Aussage bewiesen ist. Um die zweite zu beweisen, verwenden
wir das weithin bekannte

Lemma 13.19 (Hufeisenlemma). Sei

PI P//
0 M’ M M 0

mit projektiven Auflosungen P, — M' und P — M". Dann ist Py := P, ® P]

eine projektive Auflosung von M und das erginzte Diagramm

P,— P, —» P/

L]

0 M’ M M 0

kommutiert. O

Demzufolge ist also in unserem Fall

0 Py P, Py 0

eine keS von Kettenkomplexen, die gradweise spaltet (P, 2 P, @ P//). Demnach
gilt F(P,) 2 F(P))® F(P!) und

00— F(P))—— F(P,) — F(P))——0

ist eine keS in Ch(Mod,). Anwenden von 2.15 liefert die gewiinschte, lange
exakte Sequenz in der Homologie. O
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Definition 13.20. Wir definieren nun Tor?(M, - ) := L,(M &g (-)).
Bemerkung 13.21. Es gilt L, (M ®g (-))(N) = L,((-) ®r N)(M).

Bemerkung 13.22. Man kann die gesamte Begriffsbildung bis zu diesem Punkt
dualisieren und fiir linksexakte Funktoren F durch sogenannte die rechtsderi-
vierten Funktoren R™F' definieren.

Dazu verwendet man dann injektive Auflésungen.

Lemma 13.23. Sei M eine endlich erzeugte abelsche Gruppe (ein Z-Modul).
1. Dann st
z | M 5 ¢g=0
Tory (M, Z) = { 0 ; sonst
2. und firn # 0 gilt

M/M, ; q=0
Torg(M,Z/(n) ={ M, ; q=1
0 ; sonst

wobei M, ={m € M |n-m =0} die n-Torsion von M ist.

Beweis. Zum Beweis von Teil 1 betrachten wir die projektive Auflésung Py — 7Z,
definiert durch

---*>0—>0:P1—>Z:Poi*d»Z—>0

und erhalten zuniichst Tor%(M,Z) = Lo(M ®z (-))(Z) = M ©®z Z = M. Ande-
rerseits ist aber auch M ®z 0 = 0 und somit fiir n > 1

Tor’(M,Z) = L,(M ®z (-))(Z) = H,(M ®z P,) = 0.

Wir wihlen zum Beweis von Teil 2 nun die projektive Auflésung Po — Z/(n),
gegeben durch

und rechnen aus, dass

Tor’(M,Z/(n)) = Ly(M @z ())(Z/(n)) = Hy(M @z P.)

~H, <0—>M®ZM>M®Z—>0>
~ H, (0—>M menm M—>0)
woraus man die Aussage nun direkt ablesen kann. O
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Theorem 13.24 (Universelles Koeffiziententheorem). Sei P ein projektiver
Kettenkomplex von R-Moduln, so dass B, (P) fir alle n € Z ebenfalls projektiv
ist. Dann existiert fiir jeden R-Modul M und alle n € Z eine (nicht-kanonisch)
spaltende kurze evakte Sequenz

0— H,(P)®r M ~— H,(P ®r M) —» Tor?(H,,_,(P),M) —0 .

Beweis. Wir haben fiir jedes n nach Voraussetzung eine keS

0—— Z,(P)—" P, — "5 B, 1(P)——0.
Diese spaltet, da B, _1(P) projektiv ist:
B,—1(P)
e
3 7 Jid
g s O
P,—»B,_1(P)——0

verifiziert 2 aus 13.9. Mit anderen Worten, wir haben eine spaltende keS von
Kettenkomplexen

0 Zo(P) — P —% 5 By(P)[-1] ——0 .

Dann ist folglich auch

0—— Zo(P)®r M 2% Pop M 22 By(P)[-1] 9 M —— 0

spaltend exakt, da das Tensorprodukt additiv ist (siehe 13.3). Die induzierten
Differentiale in Z4(P) und Be(P)[—1] sind alle 0, also hat die gem&$ 2.15 indu-
zierte lange exakte Homologiesequenz folgende Gestalt:

Apt1

L,
o ——Zn1(P)@r M —5 Hy oy (P @ M) =" B, (P) ®@r M

(— Gn:jn@)id—J

I, Ap

wobei I, = H,(i®id) und A,, = H,(d®id) die induzierten Abbildungen in der
Homologie und j,, : B, (P) — Z,(P) die kanonische Inklusion bezeichnen. Um
einzusehen, dass 0,, = j, ®id gilt, erinnere man sich an die explizite Berechnung
des Differentials aus 2.15:

Ve € B (P) @ M : 0y, (¢) = ((in ®id) ™" 0 (dpt1 ®1d) o (dpy1 ®id)71) (c)
= (in ®1d) " (¢) = (jn @id)(c).
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Wir erhalten also, mit Gewalt, eine kurze exakte Sequenz

Zn(P)®r M
ker(I,,)

H,(P®r M) —»im(A,) —— 0.

Wegen ker(I,,) = im(j, ® id) erhalten wir bereits

Zo(PYQr M Zo,(P)®r M  Z,(P)®r M
ker(1,,) im(j, @id)  Bn(P)®r M n(P) @r M,

womit zu zeigen bleibt, dass im(A,) = Torf(H,_i(P), M) gilt, um die erste
Aussage zu verifizieren. Bereits nach Annahme ist nun

0—— Bp1(P) 2 Z,_1(P) ——» Hy_1(P) —— 0
eine projektive Auflésung von H,,_1(P), da Z,_1(P) als direkter Summand von

P,,_1 auch direkter Summand eines freien Moduls sein muss. Demnach ist die
erste Homologiegruppe des Kettenkomplexes

Jn—1®id
0— B 1(P)Qr M ———— Z, 1(P)@r M ——0

gerade
Tor®(H,,_1(P), M) = ker(j,—1 ®id) = im(A,,).

Damit haben wir nun die gewiinschte keS, doch es bleibt zu zeigen, dass diese
spaltet. Zu Beginn des Beweises haben wir bereits eine rechts-spaltende Abbil-
dung s : B,—1(P) — P, aus der Projektivitét von B,,_1(P) abgeleitet. Aufgrund
der Funktorialitidt erhalten wir nun

H,(dy ®id) o Hy (s ®id) = Hy((dy 0 s) ®id) = H,(id ® id) = id,

A, o

und somit eine rechts-spaltende Abbildung
o anl(P) QR M — Hn(Pn QR M)v
welche diese Eigenschaft auch eingeschriankt auf im(A,,) beibehilt. O

Bemerkung. Die Bedingung, dass B, (P) projektiv sein muss, ist fir R = Z
immer erfiillt. Der Grund dafiir ist rein algebraischer Natur: Da P, projektiv
iiber Z ist, ist P, eine freie abelsche Gruppe. Damit sind sowohl B, (P) als auch
Z,(P) ebenfalls frei und daher projektiv.

Korollar 13.25 (Universelles Koeffiziententheorem fiir singuldre Homologie).
Sei R ein kommutativer Ring und X ein beliebiger topologischer Raum. Dann
hat man eine (nicht-kanonisch) spaltende keS

0 — Hy(X) ®z R~ Hy(X,R) —» Tor?(H,_1(X),R) —0 .
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Beweis. Wir fassen R auf natiirliche (und eindeutige) Weise als Z-algebra auf
und betrachten den projektiven (weil freien) Kettenkomplex P := C(X). Dann
erhalten wir gemé&f 13.24 eine spaltende keS

0 — Hy(X) ®z R~ Hy(Co(X) ®z R) —» Tor’(H, 1(X),R) — 0.

und wir haben Hy(Co(X) ®z R) = Hy(Co(X, R)) = Hy(X, R). O

Beispiel 13.26. Wir verwenden das universelle Koefliziententheorem 13.24, um
einige makabere Koeffizientenringe auszuprobieren. Es ist etwa

noy~) Q@ 5 g=0,n
L Hq(S’Q):{ 0 ; sonst

Dies folgt, da H,(S", Q) = (H,(S") ®z Q) & Tor}(H,1(S"), Q)

0, da Q flach /Z

2. Hy(RP? Z/(2)) ~{ Z/0(2) g;s(t),m

Um dies einzusehen, erinnern wir uns an 11.19. Damit ist zum einen

Hq(RP2)®ZZ/(2):{ Z/(52) 1=0.1

und mit 13.23 weiterhin

Tor? (Hy_y (RP?),Z/(2) = Hya(RP)s = 4 Z/(2) + q=2
0 ;  sonst
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14 Singulidre Homologie von Produkten
Beware my friend - the townsfolk rumors that the splitting is not natural!

Erinnerung. Ein Bikomplex ist eine Familie von Objekten { B; ; | i,j € Z}
mit Morphismen

di,j = dfj . B@j i Bi,j—l
€ij = efj i Bij— Bi_1
so dass fiir alle i, j € Z gilt:
1. €i,j—1°0° di,j = _difl,j O €.
2. €i,j C€it1,j = 0.
3. dijod; 41 =0.

Mit anderen Worten, (Bg.e,dr,e) Und (Bek, €e) sind Kettenkomplexe fiir al-
le k € Z und die Quadrate im Bikomplex anti-kommutieren. Betrachte als
graphische Hilfestellung auch

di,J
Bi ; Bi 1
€ij -0 €ij—1
By iy B;_4 j—1—
i—1,j

Man definiert dann den Totalkomplex von B durch

Tot(B)y := @ B
i+j=k

und das Differential

P (00d1@ec1s®0...): Tot(B)y — Tot(B)s_1.
s+t=k—1

Man priift leicht nach, dass Tot(B) dadurch zu einem Kettenkomplex wird. Wir

schreiben weiterhin
H,(B) := H,(Tot(B)).
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Definition 14.1. Sei R ein kommutativer Ring, (M,d™) und (N,d") zwei
Kettenkomplexe von R-Moduln.
Wir erhalten dann einen Bikomplex M ® N wie folgt:

(-1)’id®dy
<o —— M; @p N M; @p Nj_y —— -~
dM ®id -0 dM ®id
"'*)Mi_1®rNj Mi_1®RNj_1%"'

(-1 tid@d)

Das Differential des Totalkomplexes Tot(M ® N) ist gegeben durch
Vm € My, n€N;: dm®n)=(d(m)@n)+((-1)'m® d;v(n))

Theorem 14.2 (Kiinneth Formel der Homologie). Seien P und N Kettenkom-
plexe von R-Moduln mit P, und B, (P) projektiv fiir alle n € Z. Dann existiert
eine kurze exakte Sequenz

Tot(He(P) ® Ho(N))y — Hy (Tot(P@ N)) » @)  Tor{'(H,(P), Hy(N)).

Die Sequenz spaltet weiterhin auf nicht-kanonische Weise.

Bemerkung. Dies ist eine Verallgemeinerung des universellen Koeffiziententheo-
rems 13.24, welches wir im Beweis jedoch benétigen werden.

Beweis. Der Beweis verlauft detailgetreu analog zum Beweis von 13.24. Es sei
dem Leser empfohlen, sich diesen Beweis zuniichst ausfiihrlich zu Gemiite zu
fithren.

Wir bezeichnen im Folgenden mit Z := Z,(P) den Komplex der Zykel von
P, mit B := Be(P) den Komplex der Rédnder von P und mit B’ := Be(P)[—1]
den um 1 nach links verschobenen Komplex der Rédnder von P. Alle haben als
induziertes Differential in allen Graden die Nullabbildung. Wir beginnen dann
wie zuvor mit der spaltenden keS

0 Zs

P, B 0.

Da fiir jedes t der Funktor (-) ® g N; additiv ist, erhalten wir spaltende, kurze
exakte Sequenzen

i< ®id, d.®id,
0—— Z,op Ny —=2% P @p N, ——2 B @r N, —— 0.

94



Betrachten wir nun insbesondere nur ¢, s € Z mit ¢t 4+ s = n, so erhalten wir eine
spaltende keS

00— Tot(Z® N)p "5 Tot (P ® N)p —2" Tot(B' @ N)p —— 0
mit den Abbildungen

I, = @ is ®id, D,, = @ ds @ id;.

s+t=n s+t=n

Wir bemerken noch, dass auch in Tot(Z ® N) und Tot(B’ ® N) die induzierten
Differentiale weiterhin die Nullabbildung sind. Wir erhalten demnach gem#fl
2.15 eine lange exakte Sequenz

o — Hy(Tot(Z @ N)) =2 H,(Tot(P ® N)) = H,(Tot(B' ® N))

{ ) :

Hy—1(Tot(Z ® N)) = Hy—1(Tot(P ® N)) = H,,_1(Tot(B' @ N)) = - -

wobei ®, = H,(I) und A,, = H,(D). Wir kénnen aus der expliziten Formel fiir
den verbindenden Morphismus 9 folgern, dass

On(ben)) = @ js-1(b) ® Hy(idy)(n) mit jo_1: By = Be1 = Zoy

s+t=n

ist. Da das Differential in Z gleich Null ist, haben wir nun

Tot(Z® N) = P

als direkte Summe von Kettenkomplexen. Dariiber hinaus wissen wir nach dem
universellen Koeffiziententheorem 13.24, dass

vz @R N{=kle)

H,(Z), ®r N[—kle) = Zi, @ Hy(N[—kKla),

da Zj als direkter Summand des projektiven Moduls P, ebenfalls projektiv
und somit auch flach ist (= Tor verschwindet). Alles in allem kénnen wir nun
feststellen, dass

H,(Tot(Z ® N)) = H, (@kez Zi ®r N[—k].)
= ®kEZ Hn (Zk QR N[_k]o)
= @kez Zr Or Hn(N[—Es) = Tot(Z @ Ho(N))p.
Wir betrachten nun wieder die lange exakte Sequenz und erzwingen eine keS

L
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Aufgrund unserer vorherigen Uberlegungen und der Exaktheit der langen exak-
ten Sequenz schlieflen folgern wir

Hn(Tot(Z @ N)) _, Tot(Z @ Ho(N))  Dsiien Zs @ Hi(N)
ker(®,,) o im(Op41) o @S+t:n Bs; ® H¢(N)
~ P Z./B.® Hy(N) = Tot(H,(P) ® Hy(N)).

s+t=n

womit noch das rechte Ende unserer keS zu iiberpriifen bleibt. Bereits nach
Annahme ist nun

0 Bs Js

Zs Hy(P)——0

eine projektive Auflssung von H(P). Demnach ist die erste Homologiegruppe
des Kettenkomplexes

Js®@H¢(idN)

0 —— Bs; ®g Hy(N) Zs ®r Hi(N) ——0
gerade Torl(H,(P), H,(N)) = ker(j, ® H,(idy)). Damit folgt

@ Tor{%(Hs(P%Ht(N)) = @ Torf(Hs—l(P)aHt(N))

st+t=n—1 s+t=n
=~ (P ker(js—1 ® Hy(idy))
s+t=n
>~ ker < @ Je1 ® Ht(idN)>
s+t=n

= ker(0,) = im(A,)

wie gewiinscht.

Es bleibt noch fiir den Fall R = Z zu zeigen, dass diese Sequenz spaltet.
Aus der Projektivitéit von B!, erhalten wir ein o, : B, — P, mit d, o o, = id.
Aufgrund der Funktorialitéit erhalten wir nun

H, < &b ds®idt> oHn<@ as®idt> =H, < ¢ (dsoas)®idt>

s+t=e s+t=e s+t=e
A, b id
womit X eine rechts-spaltende Abbildung definiert. O

Korollar 14.3. Seien X und Y beliebige topologische Rdume. Dann existiert
eine kurze exakte Sequenz

0 — Tot(He(X), Ho(Y))n — Hy (Co(X) ® Co(Y))
— @ Torf (Hy(X), Hy(Y)) — 0

welche (nicht-kanonisch) spaltet. O
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Theorem 14.4 (Eilenberg-Zilber). Seien X und Y topologische Riume. Dann
existieren bis auf Kettenhomotopie zueinander inverse Abbildungen

Tot (Cu(X) ® Cu(Y)) % Cu(X X Y),

welche einen Isomorphismus He(Co(X) ® Co(Y)) =2 Ho (X X Y) induzieren.

Beweisskizze. Wir behaupten zunéchst A{,, = 19. Fiir ¢ = 0,1 ist dies offen-
sichtlich, daher verwenden wir dies als Verankerung einer Induktion nach ¢q. Sei

Y Agop = 19 ein Hom6omorphismus, dann definiert die Abbildung

+1
Azop 3 (zo,...,xq,t) — <1/) (f—_gt,...,lz—_qt) ,t) e ettt
einen Hom6omorphismus, da offenbar

IS (Yo, yge ) — (1 =) ¥ (o, .., yq) 1) € ALH

ein stetiges Inverses definiert. Daraus kénnen wir nun

x Al

top

AP

~ TP q — 79+p ~ APTY
- & [P x [T = [TTP = AP

folgern. Nach dieser kleinen Vorbereitung beginnen wir nun mit dem Beweis,
welcher sich in zwei Schritte gliedert.

Beweis fiir Simplizes. Wir nehmen zunichst an, X = AP und Y = A{__, also

top top’

XxY = Af(:)q geméB unserer Voriiberlegung. Da A}, ~ {x} fiir jedes n, gilt

gemaf 7.6 und 5.8
H( zOP) - { % : :OITSS
Nach 14.3 gilt also
Tot(He(X), He(Y)) =2 Hp(Co(X) @ Co(Y)),

da Z und O frei (= projektiv) sind und somit Tor verschwindet.
Damit sind sowohl Tot(Ce(X) ® Ce(Y)) als auch Co(X X Y) freie und ins-
besondere projektive Auflosungen von Z, da

Hy (Co (AVI)) 2 Z =2 Z ®,Z = Hy (C, (AL,,) @ Co (AL,)) -

top

Gemifl 13.16 ist also die Aussage fiir diesen Spezialfall bewiesen.

Allgemeiner Fall. Seien nun X und Y beliebig und

Tot (Ca(AL,,) @ Cu(AY,,)) T Co(ALL)
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die Abbildungen aus dem Spezialfall. Sei nun Wir definieren dann « durch
Cp(X)®Co(Y) 2 0@ T+ (Cpaglo x 1) 0 O‘qu) (idp ®1dg) € Cpig(X xY)
und B : Co(X X Y) — Tot(Ce(X) @ Co(Y)) durch

CalX X Y) 3 pr— ((Ca(mx © p) @ Calmy 0 p)) 0 B (ding,),

wobei diag,, : Af,, — Af,, x Af,, die Diagonalabbildung bezeichne und mx
bzw. my die Projektionen von X x Y sind.

Falls die Verkettung dieser Funktionen zu Verwirrng fiithren sollte, betrachte
man folgendes Diagramm und mache sich klar, dass zumindest die Abbildungen

wohldefiniert sind:

diag,, € Cr (AL, X Af,,) Lt D Cp(Afp) ® Co(Afp)

top ptg=n

Ce (P)®C- (P) 4

( P Cr(X xY)®Cy(X XY)

ptg=n

Ce (TFX )®Co (TVY) y

C D Cp(X) @ C(Y)

pt+qg=n

Es gibt nun Kettenhomotopien a4 o fP9 ~ id und gP? o o9 ~ id. Mit Hil-
fe der Methode azyklischer Modelle kann man nun zeigen, dass « und 3 die
gewiinschten Eigenschaften erfiillen. O

Korollar 14.5 (Homologie des Produkts). Fiir topologische Riume X und Y
existiert eine (nicht-kanonisch) spaltende keS

Tot(He(X) @ Ho(Y))n — Ho(X xY) > € Tor](H,(X) @ Hy(Y))

p+g=n—1
Beweis. Dies folgt sofort aus 14.3 und 14.4. O

Bemerkung. 14.3 und 14.4 gelten fiir jeden Koeffizientenring R, bei dem Unter-
moduln projektiver Moduln wieder projektiv sind.

Definition 14.6. Wir definieren das Homologie-Kreuzprodukt durch

H:D(X) X Hq(Y) - p+q(X xY)
(7,y) — a(z®y)

wobei a der Isomorphismus aus 14.4 ist.

Bemerkung. Man kann nachrechnen, dass das Homologie-Kreuzprodukt biline-
ar, assoziativ und graduiert kommutativ ist.
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Beispiel 14.7 (Berechnung der Homologie des Torus). Sei T = S! x S! der
Torus. Wir wissen bereits aus 10.1, dass

Z

; =0,1
me)={g !

;  sonst
Das heifit also, H,(S") ist ein freier Z-Modul fiir alle ¢, demnach also
Tor” (-, HyS")) =0.

Damit folgt aus 14.5 nun

7,92 ~ Z ; n=0

N ) z®29z®2 ~ 72 , n=
Ho(T) = @ Hy(S) @ Hy(S) = e ~ 7 n=2
p+g=n 0 ; sonst
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